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ON THE TWO SPECIES OF THE THRESHER 
SHARK FROM FORMOSAN WATERS. 

(With Plates I-III.) 


Hiroshi Nakamura 

(Accepted for publication, August 10, 1934) 


Up to the present, only one species of the shark of the family Alopiidae, 
is known :—Alapias vulfes (Gmelin). 

I have recently met with two different forms of the Thresher or Fox 
Shark in the fish market at Suo. 1) 

The most remarkable differences in these two are, the size of the eye, 
the structure of the caudal fin, and its proportion to the body. 

Fishermen of that district distinguish these two forms precisely. 

Combining the reports of the fishermen, there seems to be some dif¬ 
ference in their habits,—the large-eyed species inhabits deeper water or 
near the sea-bottom, while the smaller-eyed species lives near the surface. 
When taken aboard, the former often holds mud in its mouth, which is 
never the case with the latter, even if two fish of the different species were 
caught on the same line. Both of them habitually swim downward when 
hooked. Economically the latter are of higher value. 

The specimens I obtained this March (1934) were perfect and fortu¬ 
nately foeta were found in each case. A litter contained two embryos,— 
which the fishermen say is usually the case. . 

On comparing the embryos, which had already absorbed their yolk- 
sacks I found remarkable differences which intensified the characteristics 
of the adults. 

I conclude that the Alopiidas are represented in the Pacific by two 
distinct species, although they were identified wit hthe Alofias vulfes as 
the cosmopolitan form. 

The question then arises,—Which of these two can be identified with 
the original species? This is a difficult problem as the description of the 


A town on the eastern coast of Formosa (24° 36' N; 121° 52' ,E:), being the base 
of pelagic and long-line fisheries for shark and sailfUh. * * 
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existing species 2> is inadequate for comparison with either of tny presertt 
species. 

I therefore propose two different species as new representatives of 
Alopiidae in the Pacific:—against the original Atlantic species.— Aloft as 
vulfes. 

Dr. D. S. Jordan 8) has already noted this point in one of his papers, 
in which he also approved of further investigation. 

According to their habits I will call them, 

Alofias pelagicus n. sp. for the species with small eyes, and living 
in the upper layer of the sea. 

Aloptas profundus n. sp. for the other specie> with large eyes, and 
dwelling on the sea-bottom. 

The diagnoses and measurements are:— 

Alofias profundus (fig. 1, PI. I.) 

Body cylindrical, plump anteriorly, and gradually passing into the 
caudal fin. Length of body (from tip of -mout to pit at root of caudal fin) 
slightly longer than f of the total length. Head (from tip of snout to the 
last gill creft) nearly 3f in length of body: snout 3f in head. Teeth 
moderate, triangular, flat, with smooth edges, in single row in function on 
both jaws. Gill crefts moderate, five on each side, the last two above pectoral 
fin. Eyes rather large, in shape of reversed calabash; lateral and transverse 
diameter of eye 11, and 7i in head correspondingly; the lateral diameter 
nearly If in the transverse diameter, no nictitating membrane. Spiracles 
minute. Nostril nearer to the mouth than to the tip of snout. First dorsal 
rather large, its height is nearly i of the length of body, its anterior end 
of the base does not reach to above the posterior corner of the poctoral fin, 
while the posterior end reaches to above the base of the ventral fin. Pectoral 
fin very long, slightly shorter than # of the length of the body. Ventral 
fin moderate. Second dorsal and the anal fin very small, and the former 
situate anteriorly to the latter. A pit on the proximal part of the caudal 
fin, each on dorsal and ventral sides. Lower lobe of the caudal fin moderate, 
elongated upper part of the caudal fin rather broad, with a notch near the 

Gmxlin; Systema Natuare, 3, p 1496; 1789. 

MOller & Henle:— Plagiostomen, s 74, 1841. 

Day; Fauna of British India, Vol 1, p. 28; 1888. 

Carman .•—Plagiostomia, Mem. Mus. Comp Zool Harvard Coll.. XXXVI, p. 30, 

im. 

D. S. Jordan, C. L. Hubbs ; Mem Carnegie Mus, 10, p 101; 1888. 
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end of it, posterior part of the notch enlarged moderately. Colour deep 
purplish gray. 

Alofias pelagicus (fig. 2, PI. I.) 

Body cylindrical, gradually passing into the caudal fin, anterior part 
of the first dorsal plump. length of body shorter than i of the total 
length, namely the length of the tail surpasses that of the body. Head 3* 
in the body; 3} of the snout; 1(H of the lateral diameter, 8i of the 
transverse diameter of the eye. 

Teeth are very characteristic, having an oblique central cusp, serrated 
externally; those on upper jaw in four rows, but on the lower jaw only in 
two rows in function. Eyes are elliptical, the transverse axis 1J of the 
lateral diameter. Gill crefts five, on both sides, the last two situate above 
the pectoral fin. Spiracles small, obliquely elongated, situate posteriorly to 
the eves, aparting from it about a long diameter of it. 

First dorsal commences anteriorlv to the middle of the body, above the 
inner corner of the pectoral fin, its posteror tip never reaches to the level 
of the origin of the ventral fin; and its height slightlv longer than 
the } of the length of the body. Pectoral fin rather laige, its length a 
little longer than the fa of the length of the body. Ventral fin moderate. 
Second dorsal and the anal fin \ery small, the former situates anteriorly 
to the latter. A pit to the proximal part of the caudal fin, each on dorsal 
and ventral sides, the former more dominant. Lower lobe of the caudal 
fin moderate, the elongated upper lobe rather slender, with a notch near the 
tip of it, the posterior part of the notch enlarged slightly. 

Colour light blueish gray. 

For the comparison of these two species, dimensions and the propor¬ 
tions of the bodv are shown in table 1 and 2. 
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Table 1. Dimensions of the body parts of the two species. 



l 

i 

s 

l 

Z 

3 

Total length 

285 

270 

330 

332 

352 

366 

Length of the body 

126 

123 

160 

170 

174 

186.5 

Tip of snout to anal fin 

121 

119 

153 

158 

162.5 

173 

Tip of snout to 2nd dorsal 

118 

116 

142 

152 

160 

170 

Tip of snout to ventral fin 

110 

98 

121 

124 

130 

137 

Tip of snout to the 1st dorsal 

77 

72 

89.5 

100 

108 

109 

Tip of snout to pectoral fin 

38.5 

38 

47.5 

51 

56.5 

60 

Snout 

10.1 

10 

12.5 

14 

16 

17 

Diameter of eye / 1 * 

4.8 

4.5 

5.3 

7.5 

7.9 

8 

12* 

3 9 

3.7 

44 

4.7 

5.2 

5.3 

Length of the pectoral fin 

51.5 

47.5 

61 

61.5 

68 

69 

Height of the 1st dorsal fin 

19.5 

19.2 

24 1 

27.7 

29.7 

32 


Table 2. Proportions of the important parts of the bodies. 



A felagtcus 

A ;profundus 

Body total length 

0.457 

osos 

Body tip of snout to the 1st dorsal 

1.695 

1.673 

Body tip of snout to the pectoral fin 

3 270 

3 190 

Body head 

3 269 

3 188 

/ 1 * 

Head diameter of eye \ 

8.500 

7 500 

<2* 

10 320 

10.960 


Foetus 

A) A lopias profundus (fig. 3 & 4, PI II.) 

Body slightly longer than the tail, 24 of the length of the head. 
Eyes very large, elliptical, transverse and lateral diameter are about 5f 
and 4| in the head correspondingly. Interorbital space slightly convex 
and broad: snout rather pointed, the angle of it from the ventral side nearly 
equals to a right angle. Head considerably depressed, expanded to the 
sides posteriorly. Body moderately compressed, gradually passing into the 
tail. Pectoral fin very large, about 2f in the length of the body. First 

1* .. Transverse diameter 

2* .Lateral diameter 
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dorsal situated posteriorly to the inner corner of the pectorals, its posterior 
tip never reaches to above the origin of the ventral fin. Second dorsal 
fin very small, advanced in its situation from that of the anal fin, the latter 
slightly larger in size. Ventral fin moderate. No difference can be 
observed, between young and adult, in the shape of the caudal fin. 

Spiracles very minute. None of the tooth developed externally. 

B) Alofias pelagicus (fig. 5 & 6, PI. III.) 

Body cylindrical, anterior part of the first dorsal very plump, and 
rather abruptly passing into the tail. Length of the body # of the length 
of the tail; 2 T 9 (y of the head. Head 8J of the long axis of the eye. Snout 
rather rounded: interorbital space broad and much con vexed. 

Pectoral fin long and broad, its length 3^ in the length of the lxxiy. 
First dorsal commences nearly above the'inner corner of the pectoral fin, 
and never reaches to the level of the base of the ventral fin. Ventral fin 
rather large, its length nearly equals to the height of the first dorsal fin. 
Second dorsal and the anal fin very small, the former situates anteriorly to 
the latter. In the shape of the caudal fin, no difference can be observed 
between young and adult. Spiracles somewhat longer than the adult, 
situated posteriorly to the eye, aparting from it a long axis of it. None 
of the tooth developed externally. 

Table 3 and 4 show the dimensions and the proportions of the body 
of the embryos of both species. 

Before ending this paper, I wish to express my gratitude to ProfeSsor 
K. Hirasaka, for his kind supervision, and also to Mr. K. Yogi, the 
Director of the Fisheries Experimental Station of the Government of 
Formosa, who has given me all facilities in this investigation. 
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Table 3 Dimensions of the parts of the bodies. 


Length (m cm ) 

A pdagicus 

A. profundus 

length of the body 

43.5 

36.5 

Length of the tail 

53 

35.5 

1 ip of snout to 2nd dorsal 

36.3 

32.5 

» anal 

38.3 

34.0 

„ ventral 

28.8 

27 jS 

„ 1st dorsal 

21.8 

21.9 

, pectoral 

14 4 

13.2 

the last gill slit 

*15.2 

14.2 

„ the 1st gill slit 

12.4 

12.1 

Length of the snout 

4.0 

4.4 

fl* 

1.8 

30 

Diameter of eye t 

2* 

1.4 

2.5 

Preoral portion 

5.1 

4.9 

Interorbital space 

5.1 

45 

Length of the pectoral fm 

12 6 

13.3 


Table 4 Pioportions of the paits of the Ixxlies 


..ft. ... 

i 

A pelagic us 

/ profundus 

lotal length length of the body 

2.218 

1.972 

Body head 

2.852 

2.570 

■ 

Body tip of snout to 1st dorsal 

2 000 

1.667 

Head snout 

3.800 

3.227 

f 1 * 

8.444 

4.773 

Head diameter of eye 

l 2* 

10.857 

5.680 

Body length of the pectoral fin 

2.980 

2.898 

Head mterorbital space 

2.980 

3*156 


l* 

?* 


Transverse diameter 
Lateral diameter 







PLATE I 



Explanation of Plate I 

Figure 1. Alofias fro fundus (*V Natural size.) 

a. Its teeth (Natural size) 

Figure 2. Alofias felagicus Natural size.) 

b. Its teeth (Natural size) 



Plate 





PLATE II 



Explanation of Plate 11 

Figure 3 Foetus of Aloftas profundus (i nat size ) 
a Ventral view of its head 

Figure 4 Dorsal view of the same 



Plate 






PLATE III 



Explanation of Plate III 


Figure 5. Foetus of Alofias ■pelagicus (i nat. size.) 
a. Ventral view of its head. 

Figure 6. Dorsal view of the same. 

(All figures were drawn by the author from life.) 



Plate 







ZUR ACANTHOCEPHALENFAUNA VON JAPAN. 


Isokiti Harada. 

(Accepted for publication, January 10, 1935) 

(Mit 9 Textabbildungen) 

Unsere Kenntnisse iiber die Acanthocephalenfauna Japans sind in 
neuerer Zeit durch mehrere Forschcr, namlich friiher von T. Fujita 1920, 
1921) und spaterhin von H. J. van Cleave(1925, 1931), I. Harada(1928, 
1929, 1931) und T. Fukui (1929), Schritt fur Schritt gefordert worden. 

Die vorliegende Arbeit beruht hauptsachlich auf meiner Sammlung; 
davon verdanke ich alle Exemplare aus Korea Herrn I. Motomura und 
die Exemplare von Acanthoccfhalus echigoensis aus dem Kizaki-See Herrn 
Dr. Y. Okada; die einzige mir fehlende Art ist Macracanthorhynchus 
hirudinaccus , deren Einsicht mir von Dr. M. Sugimoto in seiner 
Sammlung gewahrt wurde; alien diesen Herren bin ich fur ihre Freund- 
lichkeit zu warmstem Dank verpflichtet. 

In vorliegender Arbeit werden 8 Genera und 9 Species behandelt, 
davon 2 Genera und 5 Species neu beschrieben. Die Wirttiere vertcilen sich 
auf Meeres- und Siisswasserfische, Amphibien, Reptilien und Saugetiere. 

Pallisentis van Cleave 1928 

(Syn. Neosentis van Cleave 1928) 

Kleine bis mittelgrosse Acanthocephalen; Rumpf im vorderen Drittel, 
unmittelbar hintcr dem Hals, mit einigcn Kreisen dicht stehender Stacheln, 
dahinter ein unbcstachelter Abschnitt, dann wiederum Querreihen von 
Stacheln, von welchen einige der hinteren dorsal unterbrochen sind. 

Proboscis kurz, kugelig; Proboscishaken quincunxial, zwei Haken in 
einer Langsreihc (also 4 Querreihen); Proboscis-Receptaculum ovoid, 
einwandig; Hirnganglion im Grunde der Riisselscheide. Lemnisken lang, 
zylindrisch, jeder einzelne mit einem Riesenkerne. Hoden hintereinander; 
Zementdrusen lang, sackfbrmig, synzytial, mit etwa 16 Riesenkernen. 
Haut mit einigen amoeboiden Riesenkernen; Lakunensystem mit medialen 
Hauptgefassen. 

Parasiten von Susswasserfischen und Weichschildkroten. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XIV, 
No. 2, July, 1935.] 
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Im Jahre 1928 errichtete H. J. van Cleave in dem gleichen Artikel 
zwei Gattungen, Pallisentis und Neasentis, aus China, welche,' wie der Autor 
selbst angibt, einander sehr nahe stehen; meines Erachtens sind sich diese 
zwei Gattungen so ausserordentlich ahnlich, dass zwischen ihnen ausser 
der Proboscisbehakung keine wichtige Verschiedenheit besteht und eine 
Trennung derselben gariz unberechtigt erscheint. Neuerdings hat H. A. 
Baylis (1933) die Ahnlichkeit von Pallisentis, Farzandia etc. erortert 
und sich dabei in entschiedenen Gegensatz zu Meyer (1932) gestellt; es 
sollte nach ihm die Familie Acanthogyridae Meyer gestrichen, und die in 
ihr begriffenen Gattungen mit der Familie Quadrigyridae vereinigt werden. 

Was den Zusammenschluss dieser Gattungen in eine einzige Familie 
betrifft, so stimme ich mit ihm vollig iiberein. Ich kann ihm aber nicht 
folgen, wenn er die Gattung Farzandia als Synonym von Pallisentis 
behandelt, glaube vielmehr, dass schon die Verschiedenheit in der Korper- 
bestachelung die Trennung der beiden Gattungen notwendig macht. 

Ein weiterer wichtiger Unterschied besteht darin, dass nach Bhalerao 
(1931) bei Farzandia nagpurensis die Hauptlangsgefasse des Lakunen- 
systems eine laterale Lage einnehmen, wahrend sie bei Pallisentis 
\Neosentis\ celatus nach meiner ganz sicheren Beobachtung median 
verlaufen. Das Genus Neosentis ist natiirlich weit naher verwandt mit 
Pallisentis als mit Farzandia . Ich behandle demnach Neosentis als ein 
Synonym von Pallisentis, betrachte aber Farzandia als eine distinkte 
Gattung, indem mir der laterale Verlauf der Hauptgefasse des Lakunen- 
systems als hinreichendes Trennungsmerkmal erscheint. 

Pallisentis celatus (van Cleave 1928) (Abb. 1). 

(Syn. Neosentis celatus van Cleave 1928) 

Rumpf im vorderen Drittel etwas verdickt, im iibrigen zylindrisch; 
nach van Cleave 9 17 mm lang, 1.7 mm breit; 6 meist etwa 10 mm lang, 
0.4 mm breit. Meine Exemplare sind ziemlich jung; 9 3.5 mm lang. 0.4 
mm breit; 6 2.7 mm lang, 0.4 mm breit. 

Proboscis kugelig, 0.18mm lang, 0.19mm breit; Haken quincunxial, 
16 Langsreihen zu je 2 (also 4 Querreihen zu je 8) Haken. 


Dimensionen der Proboscishaken (Lange in ft). 


Haken in den Querreihen, 
von vorn nach hinlen 

Hi 

H* 

H* 

H4 

Freier Hakenteil 

70 

64 

52 

41 

Wurxelteil 

S3 

so j 

40 

28 
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Proboscis-Receptaculum langlich oval, 0.3 mm lang, 0.18 mm breit, 
einwandig; Hirnganglion im Grunde der Riisselscheide. 

Lemnisken lang, zylindrisch, 1.2 mm lang, 0.1mm breit, mit einem 
Riesenkern nahe dem Ende der Riisselscheide, beim Mannchen bis zum 
vorderen Testis reichend. 



Abb. 1 

Pallisentis celatus 
(van Cleave 1928) 

a) Vorderkorper des Weibchens 

b) Mannchen 

c) Querschnitt des Hinter- 

korpers des Mannchens 
Cd. Zementdrusen 
Gg. Hirnganglion 
Hk. Hautkern 
Kg. Kittgang 
L. Lemnisken 
Lg. Langsgefass 
Lm. Langsmuskel 
Mb. Markbeutel 
T. Testes ' 

Vs. Vesicula seminalis 


Testes dicht hintereinander, langlich oval; Zementdrusen synzytial, 
lang, schlauchformig, mit einem hinteren Reservoir, von welchem zwei 
seitliche Ausfiihrungsgange austreten. 

Bestachelung auf das vordere Drittel des Rumpfes beschrankt, in zwei 
(einem vorderen und einem hinteren) Feldern, vorn meist 5, selten 6 Ringe* 
hinten 8 oder 9 Ringe, auf welche sodann noch 5 oder 6 auf die Ventral- 
seite beschrankte Querreihen von Stacheln folgen. Die Lange der Stacheln, 
zusammen mit dem Wurzelteil, betragt meist 16//, selten 22//. 

Geburtsreife Eier konnte ich bei meinen Exemplaren nicht beobachten; 
sie sind nach van Cleave S3 bis 77// lang, 20 bis 27// breit. 
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Wirte: Monofterus javanensis, Anguilla fekinensis und Parasilurus 
asotus —China. Anguilla jafonica, Parasilurus asotus uild A my da sp.— 
Korea. . 

Micracanthorhynchus n. g. 

Korper sehr klein, Vorderrumpf mit etwa 20 in gleicher Entfernung 
stehenden Querreihen von winzigen Stacheln, von denen die vorderen 10 
bis 11 Reihen vollkommene Ringe bilden, die dahinter stehenden aber dorsal 
unterbrochen sind. Proboscis keulenformig; Proboscisbehakung an das 
Genus Acanthocephalus erinnernd; Haken mit einem hinteren und einem 
schrag nach vorn gerichteten Fortsatz; Proboscis-Receptaculum doppel- 
wandig. Testes dicht hintereinander; Zementdriisen 4, birnformig; 
Geschlechtsoffnung subterminal, ventral. Haut mit kleinen, zerstreuteh 
Kernfragmenten; Lakunensystem mit lateralen Hauptgefassen, welche 
durch pseudometamerisch angeordnete Querkommissuren miteinander ver- 
bunden sind. 

Parasiten von Siisswasserfischen. 

Wahrend eine Verschiedenheit der Hakengrosse auf der dorsalen und 
ventralen Seite der Proboscis bei diesem neuen Genus nicht besteht, schliesse 
ich es doch in Anbetracht der anderen Merkmale in die Familie Rhadino- 
rhynchidae ein. 

Micracanthorhynchus motomurai n. sp. (Abb. 2). 

Korper spindelformig, etwa in der Mitte erweitert; 9 3.2 mm lang, 
0.5 mm breit; 6 1.6 bis 3.5 mm lang, 0.35 bis 0.5 mm breit. Proboscis 
keulenformig, vorn etwas erweitert, 0.3 bis 0.5mm lang, 0.15mm breit; 
Proboscishaken von vorn nach hinten allmahlich kleiner, mit einem hinteren 
und einem schrag nach vorn gerichteten Fortsatz, in 12 Langsreiben zu 
je meist 8, selten 9 Haken, quincunxial. 


Dimensionen der Proboscishaken in einer ventralen Langsreihe. 


Haken von vorn 
nach hinten 

Hi 

Hs 

Hs 

H4 

Hs 

He 

H? 

Hs 

l^uige in p 

56 

56 

50 

44 

41 

30 

24 

18 


Pi^k>scis-Receptaculum dick, kurz, doppelwandig, 0.55 bis 0.9 mm 
laiyj, 0J2 mm breit; Himganglion etwa in der Mitte. 

Lemnisken efwa von gleicher Lange mit dem Proboscis-Receptaculum, 
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stabchenformig, mit rundem Querschnitt. 

Testes kugelig, dicht hintereinander im mittleren Drittel des Rumpfes 



gelagert; Zementdrusen 4, birnformig; 
Geschlechtsoffnung bei beiden Geschlechtern 
subterminal, ventral. 

Vorderrumpf mit 18 bis 22 in fast 
gleicher Entfernung stehenden Querreihen 
von winzigen (etwa 20 fi langen, 8 jU breiten) 
Stacheln, von denen die vorderen 8 bis 11 
Reihen vollkommene Ringe bilden, die 
dahinter stehenden aber in allmahlich 
zunehmendem Maasse dorsal unterbrochen 
sind. Rumpfbestachelung reicht etwa bis 
zur Korpermitte. 

Haut mit zahlreichen kleinen Kern- 
fragmenten; Lakunensystem mit lateralen 
Hauptgefassen, welche durch zahlreiche 
pseudometamerische Querkommissuren mit- 
einander verbunden sind. Hierbei ist noch 
zu bemerken, dass die Querreihen der 
Stacheln diesen Kommissuren vollkommen 
parallel laufen. 


Abb. 2 


Uterus und Uterusglocke etwa 1.4 mm 


Micracanthorhynchus motomurai n. sp. 

a) Mannchen 

b) Hinterkorper des Weibchens 

c) Proboscishaken 


lang; Eier unbekannt. 

Wirt: 7,acco sp.—im Darm. 
Verbreit.: Korea. 


Rhadinorhynchus trachuri n. sp. (Abb. 3). 

Rumpf vorn etwas verdickt, hinten fast zvlindrisch, dorsal gekriimmt. 
$ 10 mm lang, 6 etwa 7.5 mm lang, beide Geschlechter im Maximum 
0.6 mm breit. 

Proboscis zylindrisch, etwa 1.7 mm lang, 0.15 mm breit, im fixierten 
Zustande in der Halsregion fast im rechten Winkel zum Korper geneigt. 
Proboscishaken meist in 12 Langsreihen zu je 22 bis 24, ventrale Haken 
etwas langer und kraftiger als dorsale, die basalen 12 Haken in einem 
nicht unterbrochenen Ringe angeordnet. 

Proboscis-Receptaculum mit etwas verjungtem Hinterende, 1.6 mm 
lang, 0.15mra breit, doppelwandig; Hinrnganglion etwas vor der Mitte 
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Dimensionen der Proboscishaken (Lange in p). 

Haken von der 

Probosciabasis Hi Hs He H« Ha Ha H7 Ha Ha Hie His 

nach vorn _ 

Ventralreihe 76 72 74 75 79 80 74 74 70 — 70 

Dorsalreihe 68 55 58 65 66 67 67 68 63 70 70 


der Riisselscheide. 

Lemnisken etwas abgeplattet, aber schraal, 
wenig langer als das Proboscis-Receptaculum, 
am Hinterende etwas erweitert. 

Testes hinterdnander, wenig langer als breit, 
0.7 mm lang, 0.4 mm breit, wenig hinter der Mitte 
des Rumpfes gelagert; Zementdriisen 4, paarig 
hintereinander, keulenformig, hinteres Paar 
grosser als vorderes. 

Rumpfbestachelung in zwei Fekjern; vorne 
ein Giirtel, davon getrennt ein hauptsachlich 
auf die ventrale Seite beschranktes Feld. Die 
Lange der Stacheln betragt meist 0.05 mm im 
vorderen Feld, 0.06 mm im hinteren. Die Rumpf¬ 
bestachelung des hinteren Feldes viel reicher bei 
9 als bei 6, aber selbst bei $ kaum bis zum Hinter¬ 
ende des Proboscis-Receptaculums reichend. 

Uterus und Uterusglocke etwa 1.2mm lang; 
geburtsreife Eier 73 p lang, 20 p breit. 

Wirt: Trachurus japotticus (Temminck u. 
Schlegel) —im Darm. Fischmarkt, Tokyo 
(Japan). 

Im Jahre 1921 beschrieb H. J. van Cleave, 
gleichfalls aus Carangiden (Caranx georgianus ), 
eine neue Species, Rhadinorhynchus selkirki 
(Sammlung der Schwedischen Expedition nach 
den Juan Femandez-Inseln). Seine Beschreibung 
ist leidepmangelhaft, besonders die fur das mann- 
liche Geschlecht, und gestattet eine Vergleichung 
nur soweit die ausseren Charaktere in Betracht 



Abb. 3 


Rhadinorhynchus 
trachuri n. sp. 

a) Mannchen 

b) Ei 


kommen, Obgleich zwischen den beiden Species eine Ahnlichkeit in der 


Behakung der Proboscis besteht, stimmen doch die Dimensionen der Pro- 
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boscishaken sowie der Rumpfstacheln nicht uberein. 



Abb. 4. Corynosoma ambisptnigerum n. sp. 
a) Proboscis b) Mannchen c) Ei d) Hinterkorper des Weibchens. 

Corynosoma ambispinigerum n. sp.* (Abb. 4). 

Korper bei den konservierten Exemplaren milchweiss, bei beiden Ge- 
schlechtern etwa 6 mm lang, keulenformig, vorderes Drittel erweitert, der 
dahinter liegende Teil fast zylindrisch. Der dicke Vorderkorper ist nach 
vorn stark verschmalert und ziemlich ventral geneigt, zeigt aber niemals 
eine kreisformige Abflachung dieses Korperteils, wie bei C. strumosum. 

Bestachelung des Korpers auf der Dorsalflache ausschliesslich auf den 


* Bezuglich dieser Species und ihres Nahmens mache ich im voraus auf den dieser 
Mitteilung angefugten Nachtrag aufmerksam. 
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vorderen Kegel des bulbosen Vorderkorpers beschrankt, dagegen auf der 
Bauchflache bis zum hinteren Hoden reichend. Die Lange der Stacheln 
betragt 26 bis 30 p. 

Das Hinterende des Korpers beim Mannchen mit einigen (mei$t 5) 
Querreihen von Stacheln, wie bei C. strumosum, und auch beim Weibchen 
mit vielen zerstreuten Stacheln rund um die Geschlechtsoffnung. Die 
Lange der Stacheln dieses Korperteiles betragt bei beiden Geschlechtern 
etwa 30 ju. 

Proboscis subzylindrisch, im Beginn des hinteren Drittels etwas 
erweitert, etwa 0.6 mm lang, 0.25 mm breit (im Maximum) ; Proboscishaken 
in 18 Langsreihen, zu je 10 oder 11. Auf dem erweiterten Teile sind die 
Proboscishaken in eine vordere und eine hintere Gruppe gesondert; vordere 
Gruppe mit stets 6 Haken in einer Reihe, welche von vom nach hinten 
allmahlich grosser und starker werden; die Haken der hinteren Gruppe 
stehen in gleichen Linien mit jenen der vorderen Gruppe, werden aber 
rasch kleiner als die letzteren; die Zahl der Haken in einer Langsreihe 
schwankt zwischen 4 und 5. 


Dimensionen der Haken einer Langsreihe (Lange in //). 


Ilaken von vorn 

Vordergruppe 

Hintergruppe 

nach hinten 

Hi 

H 2 

Ha 

H4 

Hr 

Ho 

Hi | H> 

Ha | 

H-4 

Freier Hakenteil 

55 

58 

5S 

58 

58 

70 

42 | 41 

41 | 

40 

Wurzelteil 

35 

40 

40 

50 

50 

75 

— | — 

"I 

— 


Hals sehr kurz, keulenformig, 0.26 mm lang, an der Riisselbasis 
0.18 mm breit. Proboscis-Receptaculum fast zylindrisch, etwa 1 mm lang, 
0.3mm breit; Hirnganglion in der Mitte. Lemnisken blattformig, stark 
abgeplattet, die Riisselscheide kaum iiberrangend. 

Hoden am Beginn des mittleren Drittels, dort wo die ventrale 
Bestachelung aufhort, schrag neben und hintereinander gelagert; Zement- 
driisen 6, paarig, schlauchformig, mit langem Stiel; Markbeutel bimformig, 
gleichfalls mit langem Stiel. 

Uterus und Uterusglocke 1.25 mm lang; geburtsreife Eier 0.1mm 
lang, 0.04 mm breit. 

Wirt: Phoca sp.—im Diinndarm. Verbreit.: Nordpazifik (Japan). 

Zwischenwirt: Sciaena schlegeli (Bleeker). 

Unsere neue Species zeigt in mehreren Punkten Ahnlichkeit mit C . 
strum*sum, so besonders in der Bewaffnung des Russels. Die beiden 
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wichtigsten Unterschiede bestehen darin, dass bei der neuen Species der 
Vorderkorper niemals eine bestachelte Scheibe, sondern nur eine Spindel 
bildet, und dass die Umgebung der weiblichen Geschlechtsoffnung viele 
zerstreute Stacheln tragt. 

Larvenstadien: Corynosoma-Aritn sind als Larvenstadien haufig in 
Seefischen gefunden worden. Ich habe wahrend meines Aufenthalts in 
Onuki (Prov. Hitati) im Sommer 1927 auf dem Mesenterium von Sciaena 
schlegeli enzystierte Corynosoma- Larven gesammelt, deren grosste Ex- 
emplare etwa 3.0 mm in der Lange massen. 

Obgleich diese Larven im Zustande mit stark eingestiilpter Proboscis 
gefunden wurden, erwies die nahere Untersuchung, dass die Proboscis- 
bewaffnung und auch die Bestachelung des Leibesendes bei beiden Ge- 
schlechtern vollkommen mit C. antbispinigerum iibereinstimmen. 

Es ist somit sicher, dass Sciaena schlegeli( Bleeker ) als ein Zwischen- 



Abb. 5 


wirt von C. antbispinigerum fungiert. 



Bolbosoma thunni n. sp. (Abb. 5). 

Rumpf im Leben orangerot gefarbt, 
$ 8 bis 9.5 mm lang, 0.4 mm breit, dorsal 
stark gewolbt. 

Proboscis langlich oval, Lange 0.65 
mm. Breite etwa in der Mitte 0.4 mm und 
an der Basis 0.27 mm; Proboscishaken in 
16 bis 19 (meist 18) Langsreihen,, meist 
zu je 8 Haken, quincunxial. 



Dimensionen der Haken in einer 
ventralen Langsreihe. 



Haken von vorn 
nach hinten 

Hi 

11 2 

Hi 

H4 1 

1 

H 5 

j He 

H: 


Lange in M 

86 

88 

100 

| I 

120 j 

78 j 

86 

86 

76 

Breite an der 
Basis in M 

20 

23 j 

32 

40 | 

22 | 

20 

18 

17 


Bolbosoma thunm n. sp. 

a) Vorderkorper des Weibchens 

b) u. c) Bulbusstacheln 
d) Ei 


Proboscis-Receptaculum lang, zylin- 
drisch, 1.5 mm lang, 0.36 mm breit, doppel- 
wandig; Hirnganglion etwa in der Mitte. 
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Lemnisken lappenformig, an der Halsbasis, also am vorderen Rande 
der Bulbusbestachelung inseriert, 0.75 mm lang, 0.17 mm breit. 

Hals kegelformig, 0.33 mm lang. Vorderrumpf, soweit sich das Pro- 
boscis-Receptaculum erstreckt, erheblich verdickt (etwa 0.9 mm breit) und 
einen Bulbs bildend. Bulbusbestachelung in zwei Ringen, der vordere 
schmaler, aus kleineren Stacheln bestehend, der hintere wenig breiter, 
durch einen unbestachelten Bulbusteil von dem vorderen Ringe getrennt, 
aus grosseren Stacheln gebildet, und den dicksten Bulbusteil einnehmend. 
Die Lange der Stacheln betragt im vorderen Ringe meist 26 ft, im hinteren 
35 jm. 

Drei Exemplare trugen annahernd geburtsreife Eier, welche 80 bis 
88in der Lange, 24 bis 26 f* in der Breite massen. 

Wirt: Thunnus thynnus(h.) —im Darm. Verbreit.: Meeresgebiel 
von Japan. 

Diese neue Species steht Bolbosoma vasculosum (Rud.) sehr nahe, 
unterscheidet sich aber sofort durch die Kleinheit der Lemnisken. 


Acanthocephalus lucidus van Cleave 1925 (Abb. 6). 

(Syn. Acanthocephalus artatus VAN CLEAVE 1925) 

Korper ventral gekriimmt, vorn wenig breiter als hinten; 9 9 bis 17 
mm lang, 0.9 mm breit; 6 4 mm lang, 0.6 mm breit. 

Proboscis kurz, mit gerundetem Scheitel, 0.3 bis 0.4 mm lang, 0.25 mm 
breit. Haken in 12 bis 16 (meist 14) Langsreihen, meist 4 seltener 5 in 
einer Reihe, von vorn nach hinten allmahlich langer werdend, in jeder 
Reihe der der Basis zunachst stehende beim 9 etwas langer, beim 6 wenig- 
stens nicht kiirzer, als der unmittelbar vorhergehende. 

Dimensionen der Proboscishaken einer dorsalen Langsreihe 
(Lange in /*) 


Haken von vorn 
nach hinten 

Hi 

Hs 

Hs 

H4 

Weibchen 

95 

110 

118 

125 

Mannchen 

70 

_*... . 

83 

90 

90 


Hals sehr kurz; Proboscis-Receptaculum etwa 0.85 mm lang, 0.4 mm 
breit; Hirnganglioji im Grunde der Riisselscheide. Lemnisken wenig 
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Abb. 6. Acanthocephalus lucidus VAN Cleave 1925 
a) Mannchen b) Proboscis des Weibchens c) Ei. 


kiirzer als das Proboscis-Receptaculum,* etwa 0.7 mm lang, 0.3 mm breit, 
blattformig. 

Testes am Beginn der hinteren Halfte des Rumpfes, hintereinander; 
Zementdriisen schlauchformig, jederseits 3 in gleicher Hohe. 

Geburtsreife Eier etwa 80 bis 100 fi lang, 20 bis 26p breit. 

Wirt: Rana jafonica —im Darm. 

Verbreit.: Prov. Sinano, Simosa und Musasi (Japan). 

Im Jahre 1925 berichtete H. J. van Cleave iiber zwei neue Acantho - 
cephalus- Arten, A. lucidus und A. art at us, aus Japan. Das Wirttier war 
gleicherweise Rana jafonica. Die beiden vQn van Cleave beschriebenen 
Species stehen, wie der Autor selbst angibt, einander so nahe, dass 
zwischen ihnen eine klare Grenze auf Grund der Proboscisbehakung 
nicht festzustellen ist. Die Proboscishaken variieren sehr erheblich nach 

* In diesem Punki stimmt van Cleave’s Beschreibung mit seiner Abbildung nicht 
iiberein. 
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Zahl, Stellung, Grosse, und auch nach dem Geschlecht. Was die Grosse 
der Eier betrifft, so betragt sie bei meinen Exemplaren (im konservierten 
Zustande) 80 bis 100 fi in der Lange und 26 n in der Breite, fiillt also die 
Lucke zwischen den von van Cleave angegebenen Grossenmaassen seiner 
beiden Species. Luhe fand auch bei dem in europaischen Amphibien 
schmarotzenden Acanthoce'phalus ramae, dass die Proboscisbehakung erheb- 
lich variiert. Eine parallele Erscheinung scheint bei der japanischen Art 
vorzuliegen. 

Acanthocephalus echigoensis Fujita 1920 (Abb. 7). 

(Syn. A. oncorhynchi Fujita 1921, A. aculeatus van Cleave 1931, 

A. acerbus VAN CLEAVE 1931). 

Rumpf bei den konservierten weiblichen Exemplaren unregelmassig 
geringelt, 5 bis 12 mm lang, 0.6 bis 1 mm breit; die 6 viel kleiner, 2.2 bis 
4 mm lang, 0.5 mm breit. Proboscis zylindrisch, etwa 0.6 mm lang, 0.15 
bis 0.2 mm breit; Proboscishaken nach Zahl, Stellung und Grosse erheblich 
variierend, in 10 bis 13 Langsreihen, zu je 6 bis 10 Haken. Bei 14 Ex¬ 
emplaren (9 8, 6 6) konnte ich mit volliger Sicherheit folgende Zahlen 
der Langsreihen feststellen: 


Zahl der 
Langsreihen 

10 

11 

12 

13 

Summe 

Weibchen 

1 

3 

3 

1 

8 

Mannchen 

1 

4 

1 

0 

6 

Summe 

2 

7 

4 

1 

14 


Auch die Grosse der Haken erheblich variabel, besonders nach dem 
Geschlecht, die vordersten Proboscishaken aber niemals kleiner als die 
iibrigen. Bei alien Haken ist der Wurzelteil vorn nicht gegabelt, viel 
kleiner als der freie Hakenteil, die beiden Teile annahrernd parallel 
gerichtet. 


Dimensionen der Proboscishaken einer Langsreihe (Lange in /*). 


Haken von vorn nach hinten 

Hi 

Hs 

Ha 

H4 

Hr> j 

Ha 

Hakenlange (vom Vorderrand 
der Basis bis zur Spitze des 
freien Hakenteils) 

6 

64 

56 

56 

52 

47 

30 

9 

94 

92 

75 

68 

54 

44 

Wurzelteil 

9 

64 

64 

64 

55 

50 

32 
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Hals sehr kurz, keulenformig, etwa 0.2 mm lang. Proboscis-Recepta- 
culum zweiwandig, seine Lange und Breite von dem Grade der Riissel- 
retraktion abhangig; bei starker Retraktion etwa 0.7mm lang und 0.23mm 
breit, bei maximaler Entfaltung etwa 0.5 mm lang, 0.17 mm breit. Hirn- 
ganglion im Grunde des Proboscis-Receptaculums. Lemnisken blattformig, 
0.43 mm lang, 0.25 mm breit. 

Testes verhaltnismassig gross, dicht zusammengedrangt, der vordere 
in Beriihrung mit dem Hinterende der Riisselscheide. Zementdriisen 6, 
in 3 Paaren, kugelig, jede mit einem langen Ausfiihrungsgang. 

Uterus und Uterusglocke etwa 
1 mm lang; geburtsreife Eier sehr 
schlank, im Maximum 106 bis 115jW 
lang, 19 (i breit. 

Wirte: Oncorhynchus keta, O. 
nerka, O. adonis und Salnio iridcus. 

Verbeit.: Prov. Etigo, Sinano, 
und Hokkaido. 

Aus Salmoniden von Japan 
wurden bisher 4 Arten des Genus 
Acanthocefhalus, namlich A. cchi- 
goensis, A. oncor/tynchi, A. acu- 
leatus und A. acerbus, berichtet. 

Meine Untersuchung von 14 Exem- 
plaren aus dem Kizaki-See (Wirt: 

Oncorhynchus adonis) ergab, wie 
oben berichtet, dass die Proboscis- 
behakung erheblich variiert. Ob- 
gleich ich die von van Cleave fur 
A. acuteatus angegebene Mindest- 
zahl von 8 Langsreihen bei meinen 
Exemplaren nicht bestatigen kann, Abb. 7 

so passen doch meine Befunde in Acanthociphalus cchigoensis Fujita 1920 
Bezug auf die Proboscisbewaffnung a) Ma " nchen ™ it ein8estU P‘ em Russel 

b) Proposcishaken c) Ex 

(Zahl der Langsreihen, sowie der 

Hakcn in einer Langsreihe) auf alle die obigen 4 Arten in gleicher Weise. 

Was die Eier betrifft, so gibt van Cleave 71 X 12fi fiir A. aculeatus 
und 82 x 15 fi fiir A . acerbus an, wahrend bei meinen Exemplaren die Grossc 
der geburtsreifen Eier, ohne Riicksicht auf die Zahl der Langsreihen der 
Proboscishaken, im Maximum 115x 19/* betrug. 
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Es erscheint demnach meines Erachtens als sehr wahrscheinlich, dass 
die Proboscisbehakung der Acanthocephalen aus den japanischen Sal- 
moniden nach Zahl, Stellung und Grosse erheblich variiert, und dass die 
bisher als getrennt betrachteten 4 Arten in Wirklichkeit zu einer einzigen 
Art, Acanthocephalus eckigoensis, zusammengefasst werden miissen. 


Spirorhynchus n. g. 

Mittelgrosse Acanthocephalen; Hals sehr lang, fast zylindrisch, 
spiralig gewunden, Halsbulbus nicht vorhanden; Proboscis kolbenformig, 
Proboscis-Receptaculum an der Proboscisbasis inseriert, durch die ganze 
Lange des Halses laufend und mit einem keulenformigen Endabschnitt in 
den vorderen Teil des Rumpfes reichend, doppelwandig; Himganglion 
etwa in der Mitte des keulenformig erweiterten Endabschnitts des 
Proboscis-Receptaculums. Lemnisken nicht vorhanden. 

Parasitisch im Darm von Meeresfischen. 

Systematised Stellung der Gattung Spirorhynchus : | Da in der 
bisherigen Acanthocephalen-Literatur ahnliche Verhaltnisse noch nicht 
beschrieben wurden, entstehen fur die Einreihung dieser neuen Gattung in 
das System gewisse Schwierigkeiten. Sie ist ausgezeichnet insbesondere 
durch die aussergewohnliche Lange des Halses und der Riisselscheide im 
Vergleich mit dem Rumpfe, sowie durch das vollkommene Fehlen der 
Lemnisken. Nach der lateralen Lagerung der Hauptlangsgefasse des 
Lakunensystems ist sie zur Ordnung Palaeacanthocephala Meyer 1931 zu 
stellen, obgleich ihr die Rumpf- und Halsbestachelung fehlt. 

Im allgemeinen Habitus, weiter in der Art ihres Parasitismus zeigt 
diese Gattung Ahnlichkeit mit Pomphorhynchus ; doch sind bei letzterer 
sowohl Halsbulbus wie Lemnisken vorhanden. 

Es scheinen demnach ausreichende Griinde zu bestehen, um auf unsere 
so stark differenzierte Gattung eine neue Familie zu errichten. 


- Spirorhynchidae n. fara. 

Palaeacanthocephalen mit ansehnlich langem, schlankem, spiral 
gewundenem Hals; Halsbulbus fehlt selbst im erwachsenen Zustande; 
Proboscis kolbenformig; Lemnisken nicht vorhanden. Haut mit zahl- 
reichen, kleinen Kemf ragmen ten; Hauptlangsgefasse.des Lakunensystems 
lateral vcrlaufend. 
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Spirorhynchus alemniscus n. sp. (Abb. 8 u. 9). 

Im lebcnden Zustande Rumpf orangegelb, Hals subtransparent. Dcr 
spiral gewundene Hals kommt bei der Verankerung in der Darmwand des 
Wirtes auf deren peritoneale Seite zu liegen. 

Rumpf bei bei den Geschlechtern gleich gross, vorn ziemlich stark 
erwcitert, im Maximum etwa 6 mm lang, 1.1 mm breit. Vorderrumpf geht 
schr rasch in den schlanken Hals fiber, letzterer selir lang, vorn und hinten 
stark verjfingt, etwa 8 mm lang, im Maximum 0.7 mm breit. 

Proboscis kolbenformig, vordere Ilalfte kugelig angeschwollen, 0.7 
mm lang, im Maximum 0.35mm breit; Haken sehr klein, meist in 11 
Langsreihen zu je 11 ; Ilaken 2 und 3 in jeder Reihe dick und kurz (24// 
lang, an der Basis 16// breit), die anderen bedeutend schlanker (28-35// 
lang, an der Basis 12// breit); Wurzelfortsatze nicht vorhanden. 

Proboscis-Receptaculum selir lang und schlank, sein keulenformigcs 
Hinterende im vorderen Rumpfteile 
gelegen. 

Leninisken nicht vorhanden. 

Hoden etwa in der Mitte des 
Rumpf es, hintereinander liegend. 

Zemcntdriisen in Beruhrung mit dem 
hinteren Hoden, 6 an der Zahl; ihrc 







r 


Abb. 8 

S'pit orhynchus alftn niscus 
u. sp. 

Rechts Mannchen, 
links Weibchen. 
Vergr. x 3 


Abb. 9 

Spiralhynchus alemniscus n. sp. 

a) Rumpf des Mannchens 

b) Proboscis 

c) Proboscishaken 

d) Ei 
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Ausfiihrungsgange vereinigen sich, am Hinterende der Genitalscheide 
zusammentreffend, zu einem gemeinsamen Kanal. 

Geburtsreife Eier mit sehr zarter Aussenhiille, welche schon im Darm- 
kanal des Wirtes haufig zerbricht, 79/* lang, 23/* breit. 

Wirte: Scatofkagus argus{ Bloch) und Lutianus russelli (Bleeker) . 

Verbreit.: Formosa (Japan). 

Macracanthorhynchus hirudinaceus (Pallas 1781). 

Die von mir untersuchtcn Exemplare stimmen im grossen und ganzen 
mit den Angaben von Travassos( 1917) und Meyer(1932) iiberein. Der 
wichtigste Unterschied bestcht darin, dass bei den grbssten Exemplaren die 
beiden Testes nicht langlich-oval sind, sondern vielmehr eine lang gestrecktQ 
zylindrische oder gurkenahnlich gestaltete Form (12-17 mm in der Lange, 
etwa 1,5 mm in der Breite) besitzcn, wie E. Kaiser(1893) fur seine Ex- 
plare ( Echinorhynchus gigas) angibt. 

Wirt: Sus scrofa domes tints. 

Verbreit.: Formosa (Japan). 

Nachtrag: 

T. Fujita errichtete im Jahre 1921 auf Larvenstadien, welche im 
Mescntcrium von Osmerus lanceolatus Majima aus Hokkaido gefunden 
wurden, die Art Corynosoma osmeri , und liatte vor kurzem die Freundlich- 
keit, mir einige Exemplare seiner Species zu uberlassen, fiir welche ich ihm 
auch hier danken mdchte. 

Nach Wirttier und Fundort stimmen diese Exemplare mit den Angaben 
Fujita’s iiberein, dagegen erwies die genaue Untersuchung, dass sie in 
ihren wichtigsten Merkmalen von der Beschreibung Fujita’s abweichen, 
und mit meinem Corynosoma ambispnigermn identisch sind. 

Nach Fujita sollcn die Proboscishaken von Corynosoma osmeri in 10- 
12 Langsreihen zu je etwa 28 Haken stehen; bei den von mir untersuchtcn 
Stiicken stehen sie sicher in 18 Langsreihen zu je 10-11 Haken, wie dies 
bei C . am bis ft n igeram dcr Fall ist. 

In diesem Zusammenhang muss ich darauf aumkerksam machen, dass 
die Proboscis der Acanthocephalen, solange sie als Larvenstadien im Zwi- 
schenwirt enzystiert sind, immer stark retrahiert ist, und deshalb die Fcst- 
stellung der Proboscis-Bewaffnung dieser Stadien grosse Schwierigkeiten 
bietet, und neben peinlichster Genauigkeit auch reichliche Ubung vor- 
aussetzt. 
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Bin weiterer wichtiger Punkt, in welchem diese Exemplare mit C . 
ambisfinigerum iibereinstimmen, findet sich in der Bestachelung am 
Hinterende des Weibchens, auf welche Fujita in seiner Beschreibung nicht 
aufmerksam macht. 

Aus diesen Griinden scheint es mir notwendig, C. ambisfinigerum 
H arada als Synonym zu C. osmeri Fujita 1921 zu stellen, zugleich aber 
Fujita's Species-Diagnose nach meiner Beschreibung von C. ambisfini¬ 
gerum zu emendieren und zu erganzen. 

Taihoku, 7. Marz 1935. 
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Back in 1911, I published a short monograph of our Phasmids, under 
the title of “Phasmiden und Mantiden Japan”. Since then I have been 
to Europe and America twice, and have had very good opportunities to 
study on numerous types of this family, especially in the British Museum, 
and the Natural History Museum of Wien. These results would seem to 
indicate that the several great systematic studies on the Phasmidae pub¬ 
lished up to the present are probably non-natural, or rather unscientific ones, 
and that more detailed morphological studies are very important for 
Taxonomy. 

In the present study I have discovered many uncertain points by which 
it is possible to separate the species, in the form of genitalia, the degree of 
dentation, the relative length or width, etc., which were generally used by 
many systematists. In this work, I took, therefore, even a slight character 
for a specific difference, especially in the Subfamily Pachymorphinae. The 
material forming the base of the present paper is almost entirely contained 
in the collections of the Entomological Laboratory of the Taihoku Imperial 
University, and of the Section of Economic Zoology of the Government 
Research Institute, Formosa. 

Key to the Subfamilies found in the Japanese Empire. 

I. Four posterior tibiae with distinct triangular apical furrow beneath 

.Division I. Areolatae 

Prosternum with two tubercules; antennae much longer than the front 
femora .Subfam. Theramemnae, Karny 

II. Four posterior tibiae without distinct triangular apical furrow . 


Part I. Gryllotalpidae and Gryllidae, Insecta Mats. Japan, VI, 4 (1930). 
Part II. Blattidae, Insecta Mats., V, 4 (1931). 

Part III. Mantidae, Trans. Nat. Hist. Soc. Formosa, XXII, no. 120 (1932). 
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.Division II. Anareolatae 

2. Wings wanting; median segment very short, transverse or a little 
longer than wide. 

3. Antennae distinctly shorter than the front legs. 

.Subfam. Pachytnorphinae* Karny 

33. Antennae longer than or as long as the front legs. 

.Subfam. Prisomerinae, Karny 

22. Wings present; median segment longer than or as long as wide. 

• 3. Antennae distinctly shorter than the front legs . 

. . . Subfam. Phibalosontinae , Redtenbacher 

33. Antennae longer than the front legs . 

... Subfam. Necrosciinae* Redtenbacher 

Subfam. Therameninae, Karny (1923) 

Obriminae , Redtenbacher 

Two genera found in our country are determined as in the following 

key: 

I. Prostemum with two distinct protuberances; first joint of antennae 

armed with no spine-like process H oploclonia , Stal 

II. Prostemum without protuberance; first joint of antennae armed with 

spine-like processes Datamcs , Stai 


Genus Hoploclonia, Stal 
Bihang Svenska Akad., II, 17, p. 8 (1875). 

Pachymorpha (pt.), Westwood, Cab. Orient. Ent., p. 78 (1847). 
Acanthoderus (pt.), Westwood, Cat. Phasm., p. 48 (1859). 

Only one species, found in Kotosho, Formosa. 

1. Hoploclonia draconina, Westwood 
Pachymorpha draconina , Westwood, Orient. Ent., p. 78, pi. 38. fig. 5 
(1847). • 1 

Acanthoderus draconinus , Westwood, Cat. Phasm., p. 51 (1859). 
Tisamenus draconinus, Kirby, Syn. Cat. Orth., I, p. 399 (1904). 
Hoploclonia draconipfy Brunner von Wattenwyl, Phasmiden, p. 45, pi. 1, 
fig. 9 (1906)1 , A 

Hab. Formosa—Kotosho. 

Philippines; Borneo. 

A single female (collected in Kotosho) is found in our collection, it is 
however very doubtful. 
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Genus Datames. Stal 
Rec. Orth., Ill, p. 51 (1875) 

Acanthoderus (pt.), Westwood, Cat. Phasm., p. 48 (1859). 

Acanthoderus (pt.), Bates, Trans. Linn. Soc. London, XXV, p.342(1865). 
Only one species found in our fauna. 

1. Datames mouhoti , Bates 

Acanthoderus Mouhoti, Bates, Trans. Linn. Soc., XXV., p. 342 (1865). 
Datames mouhoti , Stal, Rec. Orth., III., p. 93 (1875). 

Hab. Japan—Okinawa; Yayeyama (XI). 

Formosa—Taihoku (V) ; Horisha (IV) ; Koshun (IV). 
Cambodja; China. 

The coloration varies from greyish brown to ash-grey. 

Subfam. Pachymorphinae, Karx\ (1923) 

Clitumninac , Redtenbac her 
Key for the genera found in our country. 

I. Ninth tergite in female truncate or emarginate; supra-anal plate in 

female very short Baculum, de Saussure 

II. Ninth tergite in female long, acuminate or shortly emarginate; supra- 
anal plate in female very long. 

2. Ninth tergite in female emarginate; supra-anal plate in female 
very long, forming an operculum, never fused with the preceding 
tergite Entcria, Stal 

22. Ninth tergite in female very long and acuminate; supra-anal plate 
in female very long, but fused with the ninth tergite 

Rhamfhofhasma , Brunner von Wattenwyl 

Genus Baculum, de Saussure 
Mem. Soc. Geneve, XX, p. 292 (1870). 

Cuniculina , Brunner von Wattenwyl, Phasmiden, p. 196 (1907). 
Clitumnus , Stal. Bihang Svenska Akad., Ill, p. 8 (1875). 

Genotype: cuniculns , Westwood 

Two species, found in the Japanese Empire, are distinguished by the 
following table: 

1. Head in female with spines. 

, 2. Four posterior femora more or less dentate beneath 

irregulariter-den tatum , Brunner von Wattenwyl 
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22. Four posterior femora with one pair of triangular apical lamellae 


beneath. formosanum, sp. nov. 

11. Head in female without spines. granulates, sp. nov. 


1. Baculum irregulariter-dentatum , Brunner von Wattenwyl. 

Cutticulina irregulariter-dentata y Br. v. W., Phasmiden, p. 202, 9 (1907). 

Hab. Japan. 

Type in the Natural History Museum of Paris. 

2. Baculum formosanum , sp. nov. PI. IV [I] (Figs. 1 & 2). 

$. Large species; distinguished by the non-serrate upper side of 
femora, by the large bidenticulate ventral basal lamella of the four posterior 
femora, and by the two long spines of head. 

Head longer than the prothorax, with a distinct median suture which 
does not reach to the middle, and with two large spines between the eyes, 
just behined the spines there is a pair of small but somewhat conspicuous 
rounded foveoles. Eyes small but prominent, rounded. Basal joint of 
antennae longer than the spines of head, 2\ times as long as wide, nearly 
parallel-sided, very slightly narrowed at the tip, depressed but more or less 
inflated apically, with a distinct lateral edge. 

Pronotum rather smooth, very little longer than wide, more or less 
saddle-shaped, with the posterior margin rounded and with the anterior 
margin more or less truncate; the median longitudinal suture distinct, but 
its posterior end conspicuously carinate; the transverse suture well-marked 
and placed in the middle, very slightly curved, nearly reaching the lateral 
margins; on the posterior half of the pronotum there is a pair of the distinct 
submedian sulci which diverge behind, while on the anterior half there are 
also a pair of parallel lateral sulci. Mesonotum about 6 times as long as the 
pronotum, moderately dilated behind, finely granulate throughout, with a 
distinct but fine longitudinal median and indistinct lateral carinae, the latter 
being formed of some granules. Metanotum (with median segment) about | 
as long as the mesonotum, very slightly narrowed in the median part, finely 
granulate, with median and lateral carinae as in the mesonotum; median 
segment distinctly shorter than wide, much less granulate than in the 
metanotum-proper, with a very fine longitudinal median carina and a pair 
of median crescent foveoles which are placed in the middle. 

Abdomen very finely granulated and with a very fine longitudinal 
median sulcus, longer than the head and thorax together, in the four basal 
tergites slightly increasing and in the apical five tergites distinctly decreas- 
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ing in length apically; fifth tergite as long as the fourth; 9th tergite a 
little longer than the preceding one, triangularly emarginate, with the short 
triangular lateral lobes which are pointed and extended to the tip of the 
supra-anal plate; supra-anal plate distinct but short, with a distinct longi¬ 
tudinal median carina and the rounded apical margin; sixth sternite with 
a rather large apical elevation; subgenital operculum long, exceeding the 
tip of the supra-anal plate, cymbiform, with the apex rounded. 

Legs rather short and thick; anterior femora and tibiae a little shorter 
than the prothorax, without serration or dentation, the tibiae being slightly 
longer than the femora; four posterior femora shorter than the anterior 
pair, with a pair of large somewhat triangular infero-apical lamellae which 
are bidentate along the posterior half of the margin, and without any serra¬ 
tion or dentation above; four posterior tibiae with a conspicuous infero-basal 
lamella which is not serrate nor dentate. 


Length of body 

„ pronotum 


9 130.0 mm. 

4.5 mm. 

mesonotum 29.0 mm. 

metanotum (with median segment) 21.0 mm. 

median segment 3.0 mm. 

anterior femora 26.0 mm. 

median femora 19.0 mm. 

posterior femora 22.0 mm. 

9th tergite 3.9 mm. 

subgenital operculum 12.8 mm. 

Hab. Formosa (Karenko VI11). 

Described from only one female preserved in the Entomological 
Museum of the Government Research Institute. Taihoku. Formosa. 


3. Baculutn granulatus, sp. nov. PI.IV [I] (Figs. 3 & 4). 

Distinguished by the granulated body, the granules being very small 
and pointed. 

9. Very elongate, with very’ long and slender legs. Head very large, 
somewhat cylindrical but narrowed hindward, furnished with many granules 
which are composed of six longitudinal series, on the vertex and occiput 
there are also some granules; the two median series of granules slightly 
divergent behind, while the two lateral pairs of the intermediate series 
are united together into one in the posterior one-third; below the eyes there 
are some irregular granules. Eyes rounded, not oval, proportionally small. 
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Antennae short, nearly reaching to the middle of the front femora; first 
joint conspicuously flattened and very dilated, about twice as long as wide, 
more or less granulate and with a short median longitudinal carina; second 
joint flattened, very narrow, about i as long as the first joint and about 1£ 
times as long as wide; 3rd joint about as long as the preceding one and 
distinctly narrower than the latter, about 2£ times as long as wide. Labial 
palpi rather narrow, moderately flattened; first joint about as long as wide; 
second joint about 2£ times as long as the first joint and nearly as long as 
the apical joint, the latter is moderately cylindrical and is more or less 
pointed. Maxillary palpi cylindrical; the 3rd and 4th joints the same in 
length and a little longer than the two basal joints together; apical joint 
slightly longer than the preceding one, narrowly rounded at the apex. 

Pronotum irregularily granulate, very much shorter than the head, 
very slightly longer than wide, in the middle with a transverse sulcus; on 
the disc with two longitudinal submedian sulci which are interrupted by 
the transverse sulcus, their anterior portions being parallel and the posterior 
portions being conspicuously divergent behind, in fortnosanum the anterior 
portions placed very near to the lateral carinae. Mesonotum well but ir¬ 
regularly granulate, moderately broadened hindward; metanotum very 
slightly broader than or about 5 as long as the mesonotum, granulate as in 
the mesonotum ; median segment rather long but distinctly wider than long, 
irregularly granulate, and with two crescent foveoles just behind the middle. 

Abdomen very much longer than the head and thorax together, ir¬ 
regularly granulate; fourth tergite longer than either the remaining 
tergites; 8th tergite about half as long as the 7th; 9th tergite longer than 
the 8th, with the apex truncate but in the middle emarginate; supra-anal 
plate very small, triangular, its hind margin being truncate and not exceed¬ 
ing the 9th tergite; 6th stemite long, nearly as long as the preceding one, 
its posterior margin triangularly produced behind; subgenital operculum 
narrow and long, moderately broadened hindward and at the apex distinctly 
narrowed but not pointed, moderately naviculate, as long as the 7th, 8th and 
9th tergites together, and not exceeding the supra-anal plate; cerci slender, 
but not very long, slightly exceeding the apex of the subgenital operculum. 

Legs very long; front femora a little shorter than the tibiae, the 
interno-superior caftna serrate throughout and the extemo-inferior carina 
furnished with many minute black teeth nearly throughout, on the inter- 
medio-inferior carina there are no denticles, while in the four posterior 
femora there are some apical denticles; intermediate and hind femora very 
sparsely furnished with some minute denticles on all the carinae; inter- 
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mediate tibie with two denticles on the nterno-superior carina near the base. 


Length of body 

$ 128.0 mm. 


„ pronotum 

4.2 mm. 


„ mesonotum 

26.5 mm. 


„ metanotum 

16.7 mm. 


„ median segment 

3.5 mm. 


,, front femora 

36.0 mm. 


,, intermediate femora 

22.3 mm. 


„ hind femora 

29.2 mm. 


„ 9th tergite 

3.8 mm. 


subgenital operculum 

12.6 mm. 


Ilab. Formosa—Gojo(X). 

Described from only one female preserved in the Entomological 
Museum of the Government Research Institute, Taihoku, Formosa. 

Genus Entoria, Stal 
Rec. Orth., Ill, p. 14 (1873). 
lunulum (pt.), Kirhv, Syn. Cat. Orth., I, p. 327 (1904). 

Genotype: dttttnorms, Stai 
Key to the species. 

Female. 

1. Anterior femora not serrate nor dentate beneath. 

2. Head without spines; subgenital operculum never exceeding the tip 
of the terminal tergite, or the 9th tergite nearh as long as the 
8th tergite. 

3. Anterior femora not serrate above; the 9th tergite apparently 
longer than the preceding tergite; supra-anal operculum dis¬ 
tinctly exceeding the subgenital operculum 

nuda, Brunner von Wattenwyl 
33. Anterior femora at the base serrate above; the 9th tergite 
nearly as long as the preceding tergite; supra-anal operculum 
hardly exceeding the subgenital operculum 

ishtgakiensis , sp. nov. 

22. Head with two short or very minute spines; subgenital operculum 
exceeding the tip of the 9th tergite, if it is not so the 9th tergite 
is always very much longer than the 8th tergite. 

3. Subgenital operculum exceeding the tip of the 9th tergite. 

4. Very large species; intermediate tibiae without lamella 
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. koshufunsts, sp. nov. 

, 44. Rather small species; intermediate tibiae with a triangular 

subbasal intemosuperior lamella. jafonica, Shiraki 

33. Subgenital operculum not reaching to the tip of the 9th tergite 
. okinmvaensis , sp. nov. 


Anterior femora serrate beneath. 

2. Head with two spines. 

3. Four posterior tibiae with lamellae above. 

4. Intermediate femora with lamellae beneath. 

5. Subgenital operculum not reaching to the tip of the 
supra-anal operculum; the 9th tergite distinctly 
triangularly emarginate; supra-anal operculum sud¬ 
denly narrowed apicallv. 

6. Four posterior femora spined above. 

7. Intermediate femora with two lamellate 
spines above . . domonensis, sp. nov. 

77. Intermediate femora with a small spines 

above . formas ana, Shiraki 

66. Four posterior femora not spined nor serrate 
above . . takaoensis, sp. nov. 

55. Subgenital operculum exceeding the tip of the supra- 
anal operculum. 

6. Ninth tergite truncate; supra-anal operculum 
gradually narrowed toward the apex and strongly 
pointed; intermediate femora with a pair of 
distinct subbasal lamellae . . taitoensis, sp. nov. 

66. Ninth tergite triangularly emarginate; supra- 
anal operculum suddenly narrowed apically; 
intermediate femora with a single small posterior 
(internal) tooth. longiopercula, sp. nov. 

44. Intermediate femora without distinct lamellae beneath. 

5. Subgenital operculum not reaching to the tip of the 
supra-anal operculum. 

6. Supra-anal operculum (exposed part) as long 

as the ninth tergite. nagoensis, sp. nov. 

66. Supra-anal operculum longer than the ninth 
tergite. ktirunensis, sp. nov. 

55. Subgenital operculum exceeding the supra-anal oper¬ 
culum which is about twice as long as the ninth 
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tergite magna, Shiraki 

33. Posterior tibiae without lamella. 

4. Intermediate femora with a basal lamella; 9th tergite 
conspicuously emarginate, its apical lobes distinctly 
triangular taihvkuensis, sp. nov. 

44. Intermediate femora without lamella; 9th tergite very 
slightly emarginate, its apical lobes very small and sub- 
triangular banshoryoensis, sp. nov. 

22. Head with two long lamellae; intermediate tibiae with one tooth 
above; subgenital operculum not reaching to the tip of the supra- 
anal operculum shinchikuensis , sp. nov. 

Male. 

I. Head with or often without two spines or granules; 9th tergite longer 
than 1 Yi times the length of the 8th tergite. 

2. Eighth tergite as long as the 7th tergite koshunensis , sp. nov. 

22. Eighth tergite distinctly shorter than the 7th tergite 

miyakoensis, sp. nov. 

II. Head without spines or granules. 

2. Pronotum with a transversal sulcus behind the middle 

nuda, Brunner von Waitenwm. 
22. Pronotum with a transversal sulcus in the middle. 

3. Eighth tergite nearly as long as the preceding tergite. 

4. Eighth sternite distinctly longer than half the 7th tergite. 

5. First joint of antennae about 2 l /i times as long as wide 

ishigakiensis, sp. nov. 

55. First joint of antennae about twice as long as wide 

kiirunensis , sp. nov. 

44. Eighth sternite distinctly shorter than half the 7th tergite 

taitoensis, sp. nov. 

33. Eighth tergite distinctly shorter than the 7th tergite. 

4. Body very strongly linear; antennae a little exceeding the 
tip of the front femora. 

5. Median segment with two crescent foveoles distinctly 
behind the middle. 


6. Head conspicuously narrowed behind 

sfuNchikuensis , sp. no\. 
66. Head very slightly narrowed behind 

formosana, Shiraki 
55. Median segment with two crescent foveoles in Hie 
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middle. tcdhokuensis , sp. nov. 

44. Body moderately linear; antennae never exceeding the tip 
of the front femora. miyakoensis, sp. nov. 

1. Entoria nuda, Brunner von Wattenwyl. 

Phasmiden, p. 208 (1907). 

Hab. Japan—Oshima (probably Amami-Oshima) ; Ishigaki; Daito- 
Shima. 

Formosa—Taihanroku. Kankau, Hosan. 

One female and one male from Ishigaki, which are clearly identical 
with Brunner's Types, while many males from the Koshun-district are 
somewhat distinguished by the transverse sulcus of the pronotum which is 
placed nearly in the middle. 

2. Entoria ishigakiensis, sp. nov. PL IV[Ij(Figs. 5 & 6). 

Very near to the preceding species, but in the female it is distinguished 
by the more or less serrate anterior femora and by the proportional length 
of the anal segments; while in the male it differs from nuda in the position 
of the transversal sulcus of pronotum. 

9. Head distinctly longer than the pronotum, distinctly longer than 
wide, gradually but slightly narrowed behind; occiput with 3 short longi¬ 
tudinal sulci, of which the median one is conspicuous; the side with two 
blackish stripes, extended from the eye to the posterior margin, the upper 
stripe being narrower than the lower one. Eyes round, never ovate (in 
nuda longer than wide), with a blackish transverse streak in the middle. 
Antennae reaching to the middle of the fore femora. Basal antennal joint 
flattened, about twice as long as wide, its base is narrow, then becomes broad 
toward the middle and afterwards gradually narrowed and not flattened 
apically; lateral margins distinctly carinate and furnished with one row 
of distinct but very fine hairs; the upper surface with a rather broad 
longitudinal carina, the latter is conspicuously narrowed just in front of 
the base. Second antennal joint small, somewhat cylindrical but narrowed 
apically, longer than wide, about l as long as the basal joint and definitely 
narrower than the latter; third joint cylindrical and elongate, a little 
narrower than or li times as long as the second joint. Maxillary palpi 
cylindrical; 2nd joint very small, about half as long as the first; each of 
the three apical joints longer than the two basal joints together, of'which 
the apical joint is distinctly longer and slightly narrower than the following 
ones and its apex is narrow and rounded. Labial palpi flattened; first 
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joint nearly as long as wide, slightly broadened apically; third joint more 
or less pointed, longer and narrower than the second joint which is longer 
than the first. 

Pronotum about li times as long as wide, proportionally longer than 
that in nuda\ the transversal sulcus in the middle (while in nuda it is 
distinctly though only a little behind the middle), never behind the middle 
but often very slightly before the middle. Mesonotum very slightly 
broadened posteriorly, distinctly longer than the metanotum (with median 
segment), with a very fine median longitudinal carina which is often 
obsolete in its both ends. Metanotum strictly parallel-sided, longer than 
the head and pronotum together, with a very fine median longitudinal carina 
which reaches to a small median foveole situated rather far in front of the 
hind margin (the foveole found in nearly all the Phasmids and often 
elevated); median segment distinctly, though only a little, wider than long, 
about J as long as the metanotum, with the rather indistinct crescent 
foveoles in front of the middle. 

Abdomen longer than the head and thorax together, gradually nar¬ 
rowed apically and pointed, with an indistinct very fine median carina 
throughout; basal tergite shorter than the following ones, but distinctly 
longer than either of the three apical tergites; fourth tergite longer than 
either of the others and shorter than the three terminal tergites together; 
second tergite as long as the 8th and 9th tergites together; 9th tergite 
very slightly longer than the 8th, triangularly emarginate in the middle 
so that there are two broad and short lateral lamellae; longer than the 9th, 
sharply pointed; subgenital operculum ver\ long and sharply pointed, as 
long as the four preceding tergites together but not reaching to the tip of 
the supra-anal operculum. 

Legs slender and long; front femora much longer than the four other 
femora, on the interno-superior carina with a short basal serration which is 
composed of two to five very short teeth; hind femora longer than the 
median femora and very slightly shorter than the front femora except the 
narrowed basal portion (in nuda as long as); four posterior femora with 
a few very small teeth on the apical portion of the inferior median carina. 

6. Very slender, linear. Head conspicuously longer than wide and 
distinctly narnnved behind, with two dark brown longitudinal streaks at 
the sides; eyes and occiput as in the female, but the former is more 
prominent. Antennae long, about $ as long as the front femora; first joint 
about 24 times as long as wide; second joint about 4 as long as the basal 
joint; third joint about as long as the basal joint. Palpi much more slender 
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than those in the female; the apical joint of the labial palpi cylindrical, 
with the apex narrow and rounded. 

Pronotum parallel-sided, a little shorter than the head and nearly twice 
as long as wide, in the middle with the transverse sulcus which is never 
placed behind the middle (in nuda distinctly behind). Mesonotum very 
slightly broadened behind, distinctly longer than twice the head and pro¬ 
notum together or the metanotum and median segment together; the median 
carina more distinct than in the female. Metanotum slightly narrowed 
in the middle; the posterior end of the median carina slightly thickened, 
where is no foveole; median segment long, about li times as long as wide, 
with two distinct crescent-shaped foveoles just behind the middle. 

Abdomen conspicuously longer than the rest of the body, slightly 
narrowed before the anal portion, the median carina being very indistinct 
throughout the whole length. Seventh and eighth tergites equal in length 
(in nuda the former distinctly longer than the latter), much shorter than 
the 6th tergite which is about as long as the first tergite; 9th tergite 
distinctly, though only a little, longer than the 7th, with the very short 
triangular basal portion which is usually beneath the preceding tergite, and 
with the very long apical portion which has a very distinct median longi¬ 
tudinal carina and is divided into two narrow lateral lobes in the apical 
half; these lobes directed obliquely beneath and slightly inwards, narrowed 
apically but not pointed, and furnished with many minute teeth inside the 
apical half. Seventh and eighth stemites equal in length (in nuda the 
eighth sternite a little longer than the preceding one), well carinate in 
the middle, the latter sternite being broader than the seventh; subgenital 
plate about li times as long as the 8th sternite and nearly as long as the 
8th tergite, naviculate, suddenly narrowed at apex, moderately pointed, not 
reaching the tip of the 8th tergite. Cerci laterally compressed, more or 
less triangular, the tip being more or less rounded. 

Legs very much more slender and longer than in the female, without 


the serration of the front femora. 

6 

9 

Length of body 

80.0-93.0 mm. 

95.0-108.0 mm. 

„ „ pronoturtl 

3.2- 3.5 mm. 

3.5- 4.0 mm. 

„ „ mesonotum 

17.5-18.3 mm. 

15.0- 19.0 mm. 

„ „ metanotum 

11.8-12.0 mm. 

10.0- 12.0 mm. 

„ „ median segment 

2.7- 3.1 mm. 

3.5- 4.0 mm. 

„ „ basal tergite 

5.4- 5.8 mm. 

5.5- 6.0 mm. 

„ „ apical tergite 

4.5- 4.6 mm. 

3.8- 3.9 mm. 
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„ apical sternite 

„ front femora 
„ median femora 
„ hind femora 


(9th tergite) 
2.7- 2.8 mm. 
(subgenital plate) 
30.0-34.0 mm. 
20.0-23.0 mm. 
25.6-28.8 mm. 


(supra-anal operculum) 

15.5- 16.5 mm. 
(subgenital operculum) 

26.0- 33.0 mm. 
16.0- 20.0 mm. 

19.6- 26.0 mm. 


Hab. Japan—Ishigaki (XI) 

Formosa—Mizuho (VIII) 

Types preserved in the Entomological Museum of the Government 
Research Institute, Taihoku, Formosa. 


3. Entoria koshunensis, sp. now PI. V [IIJ (Figs. 1, 2 & 4). 

The present species is very closely allied to nuda, Br. v. W. and 
ishigakiensis, but it may be distinguished from these two species by the 
very minute spines of the head and by the larger size: in the female by 
the very long supra-anal operculum which is as long as the two preceding 
tergites together, but it never exceeds the tip of the subgenital operculum; 
in the male by the very long 9th tergite which is more than 14 times the 
preceding tergite. In both sexes the spines of the head are very often 
obsolete, and this character may be rather unstable. Beside this it is also 
distinguished from nuda by the well serrated front femora, as well as by 
the round eyes. 

$. Very elongate and rather robust species. Head as in ishigakiensis, 
but with two very minute granules between the eyes which are proportionally 
small and are about one-fifth the length measured from the hind margin 
of the eye to the posterior margin of the head (in ishigakiensis about one- 
fourth) ; the terminal joint of labial palpi as long as the second joint (in 
ishigakiensis distinctly longer), the latter is twice as long as the first joint. 
Antennae quite the same as those in ishigakiensis. 

Pronotum distinctly shorter than the head, about 14 times as long as 
wide, more or less rugose; median transversal sulcus distinctly, though 
only a little, before the middle. Meso- and metanotum and median segment 
as in ishigakiensis. 

Abdomen proportionally long, nearly tw r ice as long as the thorax; 
fourth tergite longer than either the remaining tergites; 8th tergite about* 
half as long as the 7th and about } as long as the 9th, the latter is trian¬ 
gularly incised at the median apex, but the emargination is smaller than 
in ishigakiensis and its postero-lateral margin moderately undulate; supra- 
anal operculum very long and slender, distinctly longer than the 7th tergite. 
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sharply pointed; subgenital operculum very slightly cymbiform, sharply 
pointed, very long and slender, a little longer than the four terminal tergites 
together and very slightly exceeding the tip of the supra-anal operculum; 
cerci small, narrow, moderately pointed; ovipositor hardly reaching the tip 
of the subgenital operculum and distinctly reaching the tip of the supra- 
anal operculum. 

Front femora at the basal i to ■& well-serrate above, about li times 
as long as the intermediate femora which is conspicuously shorter than the 
hind femora; four posterior femora at the apex more or less serrate beneath; 
median tibiae often with one or two upper denticles before the middle. 

Male. Much slenderer than in the female. Head distinctly narrowed 
behind, with two narrow blackish lateral streaks which are distinct also in 
some females, with two very minute spines which are often obsolete; eyes 
more prominent than those in ishigakiensis ; antennae as in ishigakiensis. 
Second joint of the labial palpi fully twice as long as the first joint or 
shorter than the apical joint, less flattened than in the female; second joint 
of the maxillary palpi very slightly shorter than the first joint and about 
half as long as the 3rd joint, the latter is very slightly longer than the 
4th but distinctly shorter than the terminal joint. 

Pronotum in the hind portion distinctly broadened, with the transversal 
sulcus in the middle, the latter being placed never before the middle; longi¬ 
tudinal median sulcus rather sharply-defined. Mesonotum. metanotum and 
median segment as in ishigakiensis. 

Abdomen much longer than the rest; 8th tergite very slightly shorter 
than the 7th, or about f as long as the 4th which is longer than either the 
other tergites; 9th tergite long, more than li times as long as the 8th, 
with the very narrow and long apical lobes which are distinctly longer 
than the basal portion and are furnished with some denticles inside; sub¬ 
genital plate proportionally short, more naviculate than in ishigakiensis , 
very slightly longer than the preceding sternite, the latter being about as 
long as the 7th sternite; cerci more slender than in ishigakiensis . 

Legs very long and slender as usual, without the serration of femora. 


Length of body 

„ „ pronotum 

„ „ mesonotum 

„ „ metanotum 

„ „ median segment 


6 

95.0-104.0 mm. 
3.7- 3.9 mm. 

17.5- 21.0 mm. 

12.6- 14.6 mm. 
3.0- 3.2 mm. 


$ 

125.0-134.0 mm. 

4.9- 5.0 mm. 
20.0- 20.5 mm. 
12.2- 12.3 mm. 
4.0- 4.1 mm. 
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„ basal tergite 
„ apical tergite 

„ subgenital plate 
operculum 
M front femora 
„ intermediate 
femora 

„ hind femora 


5.5- 6.5 mm. 

5.5- 5.7 mm. 
(9th tergite) 

2.0- 2.3 mm. 

36.6- 40.0 mm. 

24.7- 28.0 mm. 

31.5- 35.0 mm. 


6.0- 6.5 mm. 

8.5- 9.0 mm. 
(supra-anal operculum) 

22.0- 23.0 mm. 
34.0- 37.0 mm. 

23.0- 23.2 mm. 
29.0- 30.0 mm. 


Hab. Formosa—Koshun (Kankau and Kuraru IV, V. VII. XI) 
Types in the Entomological Museum of the Government Research 
Institute, Taihoku, Formosa. 


4. Rntoria japonic a, Shiraki. 

Ann. Zool. Japonensis, VII, 5, p. 313, pi. XII, fig. 2 (1 ( H1). 

Hab. Japan—Yoshihama (Kanagawaken, VIII) 

Type in the Entomological Museum of the Government Research In¬ 
stitute, Taihoku, Formosa. 

5. Rntoria okinawaensis y sp. no\. PI. V’ [II] (Fig. 3). 

$. Very closeh allied to koshunensis , but it is easily distinguished 
by the very short 8th tergite. as well as by the round-tipped supra-anal 
operculum. 

Moderately long and slender. Head distinctly narrowed behind, with 
two distinct but small spines; e\es proportionally larger and much more 
prominent than in koshunensis , about \ as large as the length measured 
from the hind margin of eye to the posterior margin of head. Antennae 
proportionally short; basal joint conspicuously dilated in the middle, about 
li times as long as wide; second joint as long as wide and about § as long 
as the 3rd joint, the latter is about 2\ times as long as wide; 4th joint in 
length less than half the preceding one; 5th joint shorter than the 4th. 
Labial palpi rather slender; first joint about half as long as the second 
which is broadest and is about as long as the 3rd joint, the latter being 
more or less cylindrical and pointed. Maxillary palpi rather slender; two 
basal joints nearly same in length; each of the 3rd and 4th joints about 
twice as long as the 2nd; 5th joint narrower and very slightly longer than 
the preceding one. 

Pronotum exactly the same as in koshunensis . Meso- and metanotum 
proportionally longer than in koshunensis ; median segment as in 
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koshunensis, but the crescent foveoles in the middle. 

Abdomen as in koshunensis but proportionally short; 7th tergite 2\ 
times as long as the 8th; 9th tergite about 1$ times as long as the 8th, 
emarginate at apex, with the apical lobes very short and broadly rounded, 
the lateral margins being distinctly sinuated in the apical one-third; supra- 
anal operculum very narrow and very slightly narrowed towards the tip, 
where it is pointed but not sharply, a little longer than the 9th tergite; 
subgenital operculum moderately naviculate, long and slender, as long as 
the four apical tergites together but not reaching the tip of the supra-anal 
operculum; cerci narrow, more or less pointed; ovipositor nearly reaching 
the tip of the subgenital operculum. 

Legs as in koshunensis , but the serration of the front femora much 
more distinct and prominent at the basal two-thirds. 



Hab. Japan—Okinawa 

Described from only one female preserved in the Entomological 
Museum of the Government Research Institute, Taihoku, Formosa. 


6. Entoria miyakoensis, sp. nov. PI. V [II] (Fig. 5) 

6. Allied to nuda and koshunensis, but it may be distinguished from 
both by the proportionally short 8th tergite; and from nuda by the position 
of the transverse sulcus of pronotum as well as by two denticles of the 
head, the latter character being not stable. 

Head rather proportionally short and globular, with two distinct spines 
which are sometimes obsolete. Eyes rounded, never ovate as in koshunensis . 
Antennae not reaching to the tip of the front femora; basal joint more than 
twice the width, very slightly dilated in the middle; second joint about 
4 asjlong as the first joint or distinctly narrower than the latter, slightly 
nar^pwed apically, as long as wide; third joint very long, about as long as 






ORTHOPTERA OF THE JAPANESE EMPIRE (iv) 


39 


the two basal joints together, this might be very characteristic. Apical 
joint of the labial palpi a little longer than the second joint which is not 
broader than and is about twice as long as the basal joint. Maxillary 
palpi slenderer than the labial palpi; 2nd joint very small, about i as long 
as the first joint; apical joint distinctly longer than either the 3rd or 4th 
joints. 

Pronotum distinctly broadened behind, rather a little shorter than the 
head; the transverse sulcus in the middle; the submedian longitudinal 
sulci on the front portion distinct but irregularly furrowed, distinctly 
extending back to the middle of the hind portion where there is no other 
longitudinal sulcus. Meso- and metanotum more or less blackish, with a 
narrow yellowish white streak between the lateral margin and the lateral 
carina, the latter being more or less irregular; the median carina distinct. 
Median segment elongate, about \ as long as the metanotum, just behind 
the middle there is one pair of crescent foveoles which are never placed 
before the middle. 


Abdomen linear as in other species, with the fourth tergite longest; 
7th tergite much longer than the 8fh tergite, its posterior margin truncate 
but very slightly concave; 9th tergite as long as the 7th tergite. with the 
proportionally short apical lobes which are shorter than the basal portion 
and are subtriangular; the denticles on the inside of the apical lobes of 
the 9th tergite very conspicuous; subgenital plate shorter than the 8th 
tergite, distinctly naviculate, well keeled, its posterior margin rather broadly 
reflected and rounded but in the middle more or less pointed; 8th sternite 
very short, about half as long as the following sternite or the preceding 
one; cerci narrow in the apical half and more or less pointed at apex. 

Legs very long, without serrations excepting the four posterior femora 
which has the inferior median apical serration. 
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Hab. Japan—Loo-Choo (Miyako VI, VII) 

Described from three males preserved in the Entomological Museum 
of the Government Research Institute, Taihoku, Formosa. The present 
species may be the male of okinawaensis. 

7. Entoria banshoryoensis, sp. nov. PI. V [II] (Figs. 6 & 7). 

$. Very closely allied to okinawaensis, but differs in the serration 
of the front femora and in the shape of the 9th tergite, as well as in the 
smaller eyes. 

Head rather strongly narrowed behind, on the vertex with two pro¬ 
minent spines which are a little shorter than the diameter of eye, and on 
the occiput with three very deep furrows, the spines and the furrows much 
more conspicuous than in okinawaensis. Eyes small, rounded, with a' 
distinct blackish median streak. Antennae proportionally long, reaching 
beyond the basal $ of the front femora; first joint very dilated as in 
okinawaensis and quite similar with the latter; 2nd joint proportionally 
larger than in okinawaensis, very slightly shorter than the third joint, 
while in the latter species it is distinctly shorter. Labial palpi slender; 
first joint about J as long as the second; 3rd joint distinctly longer than 
the preceding joint. Maxillary palpi slenderer than the labial palpi; first 
joint distinctly longer than the second; 3rd joint as long as the fourth, or 
nearly twice as long as the second; apical joint a little longer than the 
preceding joint. 

Pronotum quite similar to that in okinawaensis. Meso- and metanotum 
also as in okinawaensis, but on the surface with a few very scattered 
granules (in the latter species almost entirely wanting); median segment 
as long as wide, less than J as long as the metanotum, with the crescent 
foveoles just before the middle. 

Abdomen proportionally long as usual but the fourth tergite is as long 
at the fifth; 9th tergite distinctly, though only a little, longer than the 
8th which is nearly half as long as the 7th tergite, with the posterior margin 
distinctly emarginate and with the posterior lateral margin wavy, the 
apical lobes being rather triangular; supra-anal operculum very long and 
slender, and pointed as in okinawaensis, distinctly shorter than the 9th and 
8th tergites together or than the 7th tergite; subgenital operculum very 
long and slender, moderately naviculate as in okinawaensis, as long as the 
four terminal tergites together but not exceeding the tip of the supra-anal 
operculum; ovipositor exceeding the subgenital operculum, but not reaching 
the tip of the supra-anal operculum. 
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Legs rather short; front femora in the basal f well serrated above and 
beneath, but the teeth of the serration are rather small; four posterior 
femora without any teeth above, and with one or two very inconspicuous 
median apical teeth beneath. 

Length of body 
„ „ pronotum 

„ „ mesonotum 

„ metanotum 
,, „ median segment 

„ „ basal tergite 

„ ,, supra-anal operculum 

,, subgenital operculum 
„ front femora 
„ „ intermediate femora 

,, ,, hind femora 

Hab. Formosa—Banshoryo (XI) 

Described from only one female preserved in the Entomological 
Museum of the Government Research Institute, Taihoku. Formosa. 

8. Entoria taihokuinsis , sp. now PI. V [III (Figs. 8 & 9). 
Lonchodcs nematodes, Shiraki (nec. di: Haax). Annot. Zool Japonenses 
II, pt. V. p. 293 (1911). 

9. Very close to the preceding species, but it is distinctly differs in 
having the basal lamella of the four posterior femora and in the shape of 
the 9th tergite. 

Head as in banshoryoensis , but the spines are much more prominent 
and broader than in the latter. Antennae proportionally short reaching 
very little beyond the middle of the front femora; first joint about twice 
as long as wide, broadest just after the middle, while in banshoryoensis 
it is broadest just before the middle; 2nd joint distinctly shorter than the 
third joint which is longer than twice the fourth joint, the latter being as 
long as the fifth, while in other species of Entoria the fifth joint of 
antennae is almost always distinctly shorter than the fourth. Labial palpi 
moderately flattened throughout the whole length; first joint half as long 
as or nearly as broad as the second joint, the latter is nearly as long as the 
third joint which is not cylindrical. Maxillary palpi nearly as broad as 
the labial palpi; the proportional length of either of the four basal joints 
as in banshoryoensis , but the apical joint distinctly longer than the fourth 
joint. 


110.0 mm. 
4.0 mm. 
19.0 mm. 
12.0 mm. 

3.4 mm. 
6.3 mm. 

4.5 mm. 

15.5 mm. 

32.5 mm. 

19.5 mm. 
25.0 mm. 
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Pro-, meso- and metanotum just the same as in banshoryoensis ; median 
segment distinctly broader than long, or about i as long as the metanotum, 
with the two median crescent foveoles just before the middle. 

Abdomen proportionally short; fourth tergite as long as the fifth; 9th 
tergite li times as long as the 8th, broadly emarginate, with the lateral 
margin slightly sinuate, the apical lobes being large and triangular; 
subgenital operculum very long and slender, and moderately naviculate as 
in banshoryoensis , distinctly shorter than the 4 terminal tergites together; 
supra-anal operculum long and slender, distinctly shorter than the 8th and 
9th tergites together, and also shorter than twice the 8th tergite, pointed. 

Legs rather thick; front femora serrate as in banshoryoensis; four 
posterior femora slightly serrate above, w y ith a triangular basal tooth, the 
tooth in the intermediate femora placed on the interno-inferior carina and in* 
the hind femora on the externo-inferior carina; the apical median serration 
of either the four posterior femora moderate; tibiae without teeth, but the 
interno-inferior carina of the hind tibiae slightly serrate. 

6. Very strongly linear, with very long and slender legs. Head 
brown to blackish brown, with two pairs of yellowish lateral stripes, con¬ 
spicuously broadened forward, distinctly flattened above, without spines, 
and with three distinct occipital longitudinal grooves which are extended 
forward but distinctly narrowed, and of which the median one is suture-like. 
Eyes very prominent, spherical, with a dark longitudinal band. Antennae 
very little exceeding the tip of the front femora; basal joint about 2\ times 
as long as wide, or shorter than the third joint, in the middle very slightly 
widened; 2nd joint about $ as long as the first. Labial palpi rather narrow, 
moderately flattened, except the terminal joint cylindrical and distinctly 
narrowed apically; basal joint less than half the second joint, the latter is 
very slightly shorter than the 3rd. Maxillary palpi longer than the labial 
palpi and distinctly narrower than the latter; basal joint longer than the 
second; apical joint distinctly longer than the 4th joint w’hich is as long 
as the third. 

Pronotum irregularly brownish, very slightly broader than half its 
length, parallel-sided; transversal sulcus in the middle; front and hind 
submedian longitudinal sulci distinct. Meso- and metanotum dark brown, 
with a very narrow yellowish lateral stripe throughout the whole length, 
with a very narrow but distinct longitudinal median carina entire; median 
segment proportionally long, conspicuously longer than wide, in tfie middle 
with the two crescent foveoles. 

Abdomen brownish, with a yellowish narrow lateral stripe throughout 
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the whole length; 4th tergite distinctly longer than the fifth; basal tergite 
distinctly, -though only a little, longer than the 6th, the latter being longer 
than the two following tergites together; 8th tergite a little shorter than 
the 7th, truncate at apex; 9th tergite very slightly longer than the 7th, 
its apical lobes hardly half as long as the whole length, their tip moderately 
reflexed and their inside distinctly teethed apicallv; cerci normal; terminal 
stemite well-naviculate and moderately pointed. 

Legs linear, proportionally very long and slender. 



9 

6 

I-ength of bod\ 

103.0 mm. 

96.0 mm. 

,, ,, pronotum 

4.0 mm. 

3.5 mm. 

„ ,, mesonotum 

18.5 mm. 

21.0 mm. 

., ,, metanotum 

11.5 mm. 

14.5 mm. 

,. ,, median segment 

2.8 mm. 

2.7 mm. 

.. ., basal tergite 

6.3 mm. 

6.2 mm. 

,, apical tergite 

3.8 mm. 

3.1 mm. 

(Supra-anal operculum) 

(9th tergite) 

., apical sternite 

12.8 mm. 

1.7 mm. 

(Subgenital operculum) 

(Subgenital plati 

,, ,, front femora 

30.2 mm. 

41.5 mm. 

,, ,, intermediate femora 

22.3 mm. 

28.2 mm. 

,. ,, hind femora 

27.2 mm. 

35.6 mm. 


Hab. Formosa—Taihoku (V ) 

Described from one female and two males; types in the Entomological 
Museum of the Government Research Institute. Taihoku. Formosa. 

9. Entoria shinchikut'nsis , sp. no\ . PI. VI [ II l | ( Figs. 1, 2 & 3 ). 

The new species in the female is distinguished from other species 
found in our country by the long lamellae of the head; in the male it may 
be distinguished from formosana and taiJwkuensis b> the proportionally 
broad first antennal joint. 

9. Very near to taihokuensis , but easily distinguished by the long 
lamellae of the head and by the lamellate tibiae of four posterior legs. 
Head rather narrow, moderately narrowed behind, on the vertex it has two 
long lamellae, and on the occiput three distinct longitudinal furrows. 
Kves round, and conspicuously prominent. Antennae reaching to the 
middle of the broadened portion of the front femora; first joint dilated, 
elliptical, shorter than twice the width, with the median longitudinal 
carina rather depressed; 2nd joint proportionally small, about } as long 
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as the first joint or about as long as wide. Labial palpi rather broad; first 
joint half as long as the 2nd joint, the latter is somewhat elliptical and 
is about $ as long as the third joint which is more or less pointed. 
Maxillary palpi distinctly depressed at the base; first joint hardly longer 
than the second; third joint as long as the fourth, or more than li times 
the second; apical joint about twice a slong as the fourth, pointed. 

Pronotum rather rough, comparatively broad, distinctly broadened 
behind; the median transverse sulcus in the middle; the front submedian 
longitudinal sulci distinct, but the hind ones indistinct. Meso- and meta- 
notum quite similar with those in taihokuensis ; median segment as long as 
wide, with the crescent foveoles before the middle. 

Abdomen rather short; fourth tergite as long as the fifth; 7th tergite 
about half as long as the fifth; 9th tergite distinctly longer than li times 
the preceding one, the apex being deeply emarginate triangularly, whilst 
the infero-lateral margin is very slightly but broadly sinuate; the apical 
lobes rather long and subtriangular; supra-anal operculum narrow and long, 
about li times as long as the 9th tergite, more or less pointed; subgenital 
operculum similar with that in taihokuensis; cerci comparatively long- 
exserted. 

Legs rather narrow; front femora armed with rather large teeth above 
and beneath nearly throughout the whole length; intermediate femora with 
one pair of basal lamellae beneath near the base, and with two teeth above; 
hind femora with one basal lamella on the externo-inferior carina; inferior 
median apical serration of four posterior femora rather indistinct. 

6. Very closely allied to taihokuensis , but it may be distinguished 
from the latter by the following characters: 

Eyes somewhat oval, less prominent; first antennal joint much dilated, 
slightly shorter than the third joint; second joint of labial palpi about $ 
as long as the third joint. 

Thorax proportionally short, especially the mesonotum very short; the 
crescent foveoles of the median segment behind the middle. 

The fifth abdominal tergite nearly as long as the sixth; apical lobes 


of the 9th tergite proportionally long. 

9 

3 

Length of body 

106.5 mm. 

90.3 mm. 

„ „ pronotum 

4.0 mm. 

3.0 mm. 

„ „ mesonotum 

19.2 mm. 

18.4 mm. 

„ „ metanotum 

11.5 mm. 

13.6 mm. 

„ „ median segment 

3.8 mm. 

2.5 mm. 
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it 


tt 


»» 


basal tergite 
apical tergite 

apical sternite 

front femora 
intermediate femora 
hind femora 


6.5 mm. 

5.0 mm. 

(Supra-anal operculum) 
14.1 mm. 

(Subgenital operculum) 
33.0 mm. 

20.0 mm. 

27.5 mm. 


5.7 mm. 

3.5 mm. 

(9th tergite) 
2.1 mm. 

(Subgenital plate) 

37.5 mm. 

25.0 mm. 

30.5 mm. 


Hab. Formosa—Shinchiku (VII) 

Described from one female and two males, which are preserved in the 
Entomological Museum of the Government Research Institute, Taihoku, 
Formosa. 


10. Entoria magna, Shiraki 

Ann. Zool. Japonenses, VII, 5, p. 310, pi. XII, fig. 3 (1911) 

Hab. Japan—Yoshihama (VIII) 

Type (9) preserved in the Entomological Museum of the Government 

Research Institute. Taihoku, Formosa. 

✓ 

11. Entoria kiirunensis, sp. now PI. VI fill] (Figs. 4, 5 & 6). 

The female allied to magna , but is easily distinguished from that by 
the proportionately short subgenital operculum which does not exceed the 
terminal tergite. 

9. Robust. Head rather elongated, moderately narrowed behind, 
with two spines which are short and thick, while in magna they are rather 
long and are distinctly pubescent; eyes less prominent. First joint of 
antennae rather long, longer than twice the width. Labial palpi strongly 
depressed; first joint a little shorter than a half the second joint; third 
joint nearly as broad as or longer than the second joint, the latter being 
about twice as long as wide. In magna the second joint of labial palpi 
distinctly longer than twice the width, or as long as the third joint. 
Maxillary palpi moderately depressed, except the terminal joint subcylindri- 
cal; first joint very little longer than the second; terminal joint about 14 
times as long as either the third or the fourth joints, in magna it is about 
as long as the fourth. 

Pronotum rather short, about 14 times as long as wide and very slightly 
broadened behind (in magna very much longer than wide and distinctly 
broadened behind), with the median transverse sulcus in the middle (in 
magna distinctly before the middle). Mesonotum proportionally long, with 
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very few granules; metanotum proportionally short, with much fewer 
granules; median segment very short, well-transverse, nearly half as long 
as wide, behind the middle with the two indistinct crescent foveoles. 

Abdomen proportionally long; fourth tergite very slightly longer than 
either the fifth or the sixth tergites, the two latter ones equal in length; 
8th tergite shorter than half the 7th tergite, and distinctly shorter than 
the 9th tergite which is about half as long as the 7th tergite; 9th tergite 
triangularly emarginate, the apico-latera! margins obliquely truncate so that 
the apical lobes are broad; supra-anal operculum slightly longer than the 
9th tergite, very slender, gradually narrowed apically and pointed; sub¬ 
genital operculum narrow and long, moderately naviculate and sharply 
pointed, not reaching to the tip of the ovipositor which also does not reach 
to the tip of the supra-anal operculum. 

Legs rather long; front femora on the basal half serrate above and 
very minutely serrate beneath; four posterior femora non-serrate, but with 
a median apical serration beneath; four posterior tibiae with a rather small 
subbasal lamella above. 

6. Linear, rather near to isftigakictisis, but it is easily distinguished 
from the latter by the proportionally broad first antennal joint and by the 
proportionally long 9th tergite. Head without spines, moderatley narrowed 
behind, rather strongly rounded above, with three distinct longitudinal 
occipital furrows which extend forwards. Eyes round, proportionally large, 
but rather less prominent. First joint of antennae twice as long as wide, 
distinctly dilated in the middle, with a conspicuous median longitudinal 
carina; 3rd joint about as long as the first joint. Labial palpi rather broad, 
depressed as usual; first joint about half as long as the second, the latter i.> 
about twice as long as wide; 3rd joint somewhat cylindrical toward the 
apex, about ll times as long as the second. Maxillary palpi distinctly 
narrower than the labial palpi, moderately depressed toward the base; first 
joint nearly as long as the second, or about half as long as the third, the 
latter is about as long as the fourth; terminal joint about \\ times as long 
as the preceding one. 

Pronotum rather short, much broader than half the length, moderately 
broadened in the posterior half, with the transverse median sulcus in the 
middle, and with the longitudinal submedian furrows distinct in both the 
front and hind portions; meso- and metanotum proportionally long; median 
segment rather long, but riot twice as long as wide, with the two crescent 
foveoles behind the middle. 

Abdomen much longer than the remaining parts together as usual; 
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fourth tergite as long as the fifth; 7th tergite a little longer than the 8th. 
or distinctly shorter than the 6th tergite; 9th tergite about 14 times as 
long as the 6th tergite, its apical lobes being very long and slender and 
furnished with rather few denticles nearly throughout the inside; 7th 
sternite about § as long as the 8th sternite; subgenital plate strongly navi- 
culate, not reaching to the apex of the 9th tergite; cerci rather broadly 
lounded at the apex. 

Legs very long and slender; hind femora proportionally long. 



6 

9 

Length of bod> 

83.0 mm. 

126.0 mm. 

,, ,, pronotum 

3.0 mm. 

5.0 mm. 

,, mesonotum 

17.8 mm. 

23.1 mm. 

.. mctanotum 

11.9 mm. 

13.3 mm. 

„ median segment 

2.9 mm. 

3.3 mm. 

., basal tergite 

4.6 mm. 

5.6 mm. 

,. apical tergite 

4.7 mm. 

4.8 mm. 


(9th tergite) 

(Supra-anal plate) 

.. apical sternite 

2.6 mm. 

21.4 mm. 

(Subgenital 

(Subgenital 


plate) 

operculum) 

front femora 

33.7 mm. 

39.0 mm. 

.. intermediate femoiu 

p 

24.8 mm. 

.. .. hind femora 

27.8 mm. 

29.8 mm. 


Hab. Formosa—Kiirun. 

Described from one pair piesened in the Entomological Museum ot 
the Government Research Institute. Taihoku. Formosa. 


12. lintona nagomsis. sp. no\. PI. VI [Ill] (Figs. 7 & 8). 

9 Closely resembles the preceding species, but it differs from it in 
its small size and in the short supra-anal operculum. It is also allied to 
taikokuensis , but distinguished by the denticulate median tibiae and by the 
proportionally short supra-anal operculum. 

Head as in taihokuensis . P'irst joint of antennae very broad, about 
14 times as long as wide, broadest just before the middle; 2nd joint 
distinctly longer than the third one. Labial palpi depressed throughout; 
first joint a little shorter than a half the second joint; third joint narrowei 
than and about as long as the preceding one. Maxillar) palpi slightlx 
depressed; first joint distinctly longer than the second; third joint about 
as long as the two preceding joints together; terminal joint, distinctly 
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pointed, longer than the fourth, which is as long as the third joint. 

Pronotum as in kiirunensis . Mesonotum proportionally short, almost 
no granules, but with a distinct lateral longitudinal sulcus composed of 
irregular foveoles; metanotum rather long, its surface as in the mesonotum; 
median segment a little shorter than broad, the crescent foveoles in the 
middle. 

Abdomen rather long; fourth tergite distinctly, although only a little, 
longer than either the 3rd or the fifth tergites; 9th tergite 1.4 times as 
long as the 8th tergite, its apex rather deeply emarginate and its lateral 
margin distinctly sinuate just after the middle, with the apical lobes 
rounded; supra-anal operculum shorter than the 9th tergite, gradually 
narrowing toward the tip; subgenital operculum narrow and long, 
moderately naviculate and pointed, reaching to the middle of the supra-anal 
operculum, or exceeding very little the tip of the ovipositor. 

Legs as in kiirunensis but proportionally short, and the serrations 
more marked. 


of body 

$ 118.0 mm. 


pronotum 

4.7 mm. 


mesonotum 

21.5 mm. 

,, 

metanotum 

13.4 mm. 

,, 

median segment 

4.2 mm. 


basal tergite 

7.0 mm. 

tf 

supra-anal operculum 

3.8 mm. 

tt 

subgenital operculum. 

14.0 mm. 

tt 

front femora 

31.4 mm. 

tt 

intermediate femora 

19.6 mm. 

tt 

hind femora 

24.3 mm. 


Hab. Japan—Amami-Oshima (Nago, VII) 

Only a single female, collected by the author, is preserved in the 
Entomological Museum of the Government Research Institute, Taihoku, 
Formosa. 


13. Entoria formosana, Shiraki, PI. VI [III] (Fig. 9). 

Ann. Zool. Japonenses, VII, 5, p. 309, pi. XII, fig. 1 (1911) 

Rather near to taihokuensis, but in the female it is easily distinguished 
from the latter by the very long terminal tergite and the lamellae of four 
posterior tibiae, and in the male by the situation of the crescent foveoles of 
median segment. 
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9. Head as in taihokuensis. Antennae short, reaching beyond the 
middle of the front femora; first joint about twice as long as wide, 
moderately narrowed toward the base, while in taihokuensis it is con¬ 
spicuously constricted at the base; the 2nd joint shorter than the 3rd one, 
which in turn is shorter than twice the fourth, the latter being distinctly 
shorter than the fifth. Labial palpi moderately flattened; first joint hardly 
half as long as the second joint, and distinctly longer than wide, while 
in taihokuensis it is as long as wide; second joint conspicuously broadened 
at the middle, being broadest just before the middle and distinctly broader 
than the first one; 3rd joint as long as the preceding one, but distinctly 
narrower, moderately narrowed toward the round tip. Maxillary palpi 
distinctly narrower than the labial palpi; 1st joint as long as and as wide 
as the second joint; the 3rd fully H times as long as the second joint or 
as long as the fourth, the latter is distinctly shorter than the fifth. The 
spines of the head shorter and narrower than in taihokuensis and distinctly 
oblique forwards, while in the latter species it is not forwardly oblique. 
Eyes proportionally longer than in taihokuensis . 

Pronotum proportionally broad, with the median transverse sulcus just 
in front of the middle; mesonotum proportionally long, with the median 
and lateral carinae conspicuous, irregularly and very sparsely granulated; 
metanotum (with the median segment) about \ times as long as the preced¬ 
ing notum, its surface granulose as in the mesonotum and with the carinae 
which are less distinct than in the latter; median segment fully 1 as long 
as the metanotum-proper, a little broader than long, with the crescent 
foveoles in the middle. 

Abdomen rather long; fourth tergite a little longer than the third 
or the fifth; first tergite distinctly shorter than half the metanotum; ninth 
tergite nearly li times as long as the 8th, triangularly emarginate, with 
the median ridge distinctly but finely sulcate throughout, with the lateral 
margins very slightly sinuate just after the middle, and with the apical 
lobes subtriangular but not pointed; subgenital operculum very long and 
slender, very slightly naviculate, and distinctly shorter than the four 
terminal tergites together; supra-anal operculum very narrow and long, 
shorter than the two preceding tergites together, but longer than twice the 
8th tergite, with the tip rather rounded. 

Legs rather thick, but proportionally longer than those in taihokuensis; 
front femora serrate as in taihokuensis but the teeth are much more lamel¬ 
late, with the small upper apical median triangular lobe distinctly horizontal 
(while in taihokuensis it is obliquely upwardly directed); four posterior 
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femora not serrate above, but with one or two small teeth on both the inner 
and outer carina, with the two lower subbasal lamellate teeth distinct in the 
intermediate femora, but in the hind femora they are very indistinct, and 
have the apical upper median triangular lobe the* same as on the front 
femora; front tibiae without any serration; intermediate tibiae very sparsely 
and finely serrate on the interno-inferior carina, on the externo-superior 
carina there is a large subtriangular lamella near the base; hind tibiae 
very indistinctly serrate on the apical half of the inferior carinae and on 
the apical one-third the interno-superior carina, with one or two small pine¬ 
like lamellae on the basal half the interno-superior carina. 

6. Somewhat greenish brown or greenish reddish brown, without 
lateral dark streaks. Very strongly linear, much more linear than in 
taihokuensis, with very narrow but rather short legs. Head without 
blackish lateral streak behind the eyes, slightly narrowed behind, without 
spines, and with three deep longitudinal occipital streaks, of which the 
lateral pair reaches to the eye-margin but becomes very fine. Eyes very 
prominent, round, without streak, about as long as J the length of post- 
ocellar portion of the head. First joint of antennae rather cylindrical, 
about 3 times as long as wide, or as long as the third joint which is as 
long as the two following joints together; 2nd joint slightly longer than 
wide; 4th joint as long as the 5th. Labial palpi flattened; first joint a 
little longer than wide; 2nd joint distinctly longer than twice the width, 
or shorter than the third joint which is nearly as wide as the first and 
becomes narrowed apically. Maxillary palpi distinctly narrower than the 
labial plpi; first joint as long as the second; 3rd joint as long as the 4th, 
or twice as long as the first joint; apical joint about 14 times as long as 
the preceding one. 

Pronotum distinctly broaded than half the length, parallel-side but very 
slightly broadened at the hind half, with three longitudinal sulci of which 
the submedian pair is only conspicuous on the front disc, where there is a 
pair of crescent furrows in the middle, and with the median transverse 
sulcus just ahead of the middle. Meso- and metanotum have a distinct 
median longitudinal carina which becomes rather indistinct on the median 
segment. Median segment nearly twice as long as wide, or fully i as long 
as the metanotum proffer, with the crescent foveoles distinctly behind the 
middle. 

Abdomen a little longer than the preceding portions Wgcuier; 4th 
tergite a little longer than the 3rd or distinctly longer than the 5th; first 
tergite indistinctly longer than the 6th which is about as long as the two 
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following tergites together; 8th tergite conspicuously shorter than the 
preceding one; terminal tergite very slightly longer than the 7th tergite, 
with the apical lobes distinctly shorter than the basal portion and their tips 
moderately reflexed and their inside distinctly teethed especially toward 
the tip; subgenital plate more or less naviculate, hardly reaching the tip 
of the 8th tergite; 7th sternite about 1J times as long as the 8th; cerci 
normal. 

Legs unfortunately lacking, excepting the right posterior one which 


is proportionally short. 

6 

9 

Length of body 

85.0 mm. 

122.0 mm. 

,, pronotum 

3.2 mm. 

4.1 mm. 

,, ,, mesonotum 

18.0 mm. 

20.3 mm. 

,, ., metanotum (without 



median segment) 

12.3 mm. 

12.0 mm. 

., ,, median segment 

3.0 mm. 

4.0 mm. 

„ ,, basal tergite 

5.5 mm. 

6.4 mm. 

„ apical tergite 

3.3 mm. 

5.3 mm. 



(Supra-anal operculum) 

.. subgenital plate 



or operculum 

1.9 mm. 

16.0 mm. 

„ hind femora 

29.0 mm. 

28.3 mm. 

,, intermediate femora 

— 

21.3 mm. 

., front femora 

— 

35.0 mm. 


Hab. Formosa—Xanto ( V ) ; feeding on Liquidambar jormosana. 

Described from one pair of insects which are in the Entomological 
Museum of the Government Research Institute, Taihoku. Formosa. 

One male from Rantai-San (2500 m high) and one male from Antsun 
(Taito-Prefecture) are very similar to the above species, but differ in the 
antennae: 1st joint about 2\ times as long as wide, or shorter than the 3rd; 
4th joint distinctly shorter than the 5th. These insects are probably a 
local variety. 

14. Entoria takaoenshy sp. now PI. VI [III] (Fig. 10). 

$. Allied to jormosana, but differs from that in the four posterior 
femora not being spined nor serrate above, in the long antennae, etc. 

Head rather broad, conspicuously narrowed behind, with the lateral 
margin more or less convex (straight in jormosana ) ; the longitudinal sulci 
and spines as in jormosana . Antennae long, reaching to the end of the 
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basal two-thirds of the front femora; first joint wider than half its length, 
strongly constricted at the base, with the exterior margin strongly convex; 
2nd joint very slightly shorter than the third or very little longer than 
wide; 3rd joint as long as the two following joints together; the 4th 
distinctly longer than the 5th joint which is shortest of all the joints, or 
conspicuously shorter than the 6th. Labial palpi moderately flattened; first 
joint hardly i as long as the second joint or about f as long as wide; 2nd 
joint nearly twice as long as wide, moderately broadened at the middle, 
being broadest just after the middle; 3rd joint definitely longer than and 
as wide as the second, gradually narrowing toward the tip. Maxillary palpi 
slightly narrower than the labial palpi, slightly exceeding the latter; first 
joint distinctly longer than and as w’ide as the second joint; 3rd joint 
hardly twice as long as the preceding one or as long as the following 
one, and broader than the 2nd or fourth; fifth joint nearly twice as long 
as the fourth, with the tip suddenly narrowed. Eyes proportionally more 
prominent than in formosana. 

Pronotum li times as long as wide, gradually but very slightly 
broadened behind, with the median transverse sulcus at the middle; 
mesonotum proportionally short, with the inconspicuous longitudinal 
carinae, and with very few irregularly scattered granules; metanotum (with 
the median segment) longer than $ the length of the mesonotum, with the 
longitudinal caarinae and granules much more obsolete; median segment 
about i as long as the metanotum proper, about $ as long as wide, with the 
crescent foveoles in the middle. 

Abdomen as in formosana, but the fourth tergite proportionally longer 
than the fifth or 3rd, the 6th tergite as long as the fifth (in formosana 
distinctly shorter), and the median ridge of the ninth tergite furrowed. 

Legs as in formosana, but the serrations and spine-like lamellae less 
strong and the four posterior femora not serrate above. 


Length of body 

9 100.0 mm. 

»» 

„ pronotum 

3.8 mm. 

M 

„ mesonotum 

16.2 mm. 

ff 

„ metanotum (without median 



segment) 

12.0 mm. 

t* 

„ median segment 

3.0 mm. 

M 

„ basal tergite 

6,0 mm. 

tf 

„ supra-anal operculum 

4.5 mm. 

9* 

„ subgenital operculum 

14.2 mm. 

» 

„ front femora 

29.0 mm. 





ORTHOPTERA OF THE JAPANESE EMPIRE (iv) 


53 


„ „ intermediate femora 18.2 mm.* 

„ „ hind femora 22.0 mm. 

Hab. Formosa—Takao 

Described from one female which is preserved in the Entomological 
Museum of the Government Research Institute, Taihoku, Formosa. 

15. Entoria dotnonensis, sp. nov. PI. VII [IV] (Fig. 1). 

9. Very closely allied to fortnosana, but distinguished by the two 
tipper lamellae of the intermediate femora, and by the position of the 
crescent foveoles of the median segment, which are situated distinctly 
before the middle. 

Rather short species. Head at the sides black, where are two ill- 
defined greyish stripes; the spines rather stout (in formosana narrow) and 
short. Antennae proportionally long, exceeding the middle of the front 
femora; first joint nearly twice as long as wide, broadest before the middle 
(in formosana broadest after the middle) ; the second half as long as the 
third joint which is fully three times as long as the fourth; fifth joint 
about twice as long as the fourth. Labial palpi strongly flattened; first 
joint $ as long as the second joint and distinctly longer than wide; second 
joint nearly elliptical, about 1| times as long as wide, and a little broader 
than the first joint; 3rd joint very slightly longer and narrower than the 
second, somewhat pointed at the tip. Maxillary palpi nearly as broad as 
the labial palpi; 1st joint very slightly longer than and as wide as the 
second joint; 3rd joint twice as long as the preceding joint, and a little 
shorter than the fourth which is as long as the fifth. 

Pronotum proportionally broad, with the median transverse sulcus just 
behind the middle; mesonotum proportionally long, about 4i times as long 
as the pronotum, carinated and granulated as in formosana ; metanotum 
(with the median segment) about J as long as the mesonotum, much more 
distinctly carinate than in formosana; median segment $ as long as the 
metanotum-proper, as long as wide, with the crescent foveoles in front of 
the middle. 

Abdomen proportionally short; fourth tergite as long as the fifth, a 
little longer than either the 3rd or the sixth tergite; first tergite about I 
as long as the metanotum; ninth tergite about li times as long as the 
preceding tergite, slightly emarginatc, with the median ridge not sulcate, 
with the lateral margin hardly sinuate, and with the lateral lobes rather 
rounded; subgenital operculum very long and slender, very slightly navi- 
culate, and distinctly not reaching the tip of the supra-anal operculum which 
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is shorter than the two preceding tergites together or twice the 8th tergite, 
with the tip rather rounded. 

Legs rather stout; front femora serrate as in formosana but the serra¬ 
tions much more conspicuous and occupying fully the basal two-thirds (in 
formosana only in the basal half of the thickened portion), with the small 
upper apical median lobe horizontal; four posterior femora not serrate above, 
but with two teeth on the inner carina and one on the outer carina, the inner 
(or posterior) teeth in the intermediate femora large and lamellate, with 
the two lower subbasal lamellae very large in the intermediate femora, but 
in the hind femora only one on the outer margin; front tibiae entire; 
intermediate tibiae as in formosana; hind tibiae also as in formosana. 


Length of body 

9 140.0 mm. 

„ ,, pronotum 

4.2 mm. 

„ „ mesonotum 

17.2 mm. 

„ „ metanotum (without median 

segment) 

10.1 mm. 

„ median segment 

3.9 mm. 

„ „ basal tergite 

6.8 mm. 

„ ., supra-anal opeculum 

4.5 mm. 

„ „ subgenital operculum 

14.5 mm. 

„ „ front femora 

30.0 mm. 

„ „ intermediate femora 

20.5 mm. 

„ „ hind femora 

25.5 mm. 


A single female collected at Demon (Karenko, VII), Formosa, which 
is preserved in the Entomological Museum of the Government Research 
Institute, Taihoku, Formosa. 

16. Entoria taztoensis, sp. nov. PI. VII [.IV] (Figs. 2 & 3). 

The present species in the female is easily distinguished from the all 
preceding species which ha^e the front femora serrate beneath, by the 
long subgenital operculum which extends beyond the tip of the apical 
tergite, and in the male from ktirunensis by the short 8th tergite which is 
shorter than a half the 7th tergite. 

9. Very long species, with the very short-spined head. Antennae 
reaching to just beyond the middle of the thickened portion of the front 
femora; first* joint about f as wide as long, broadest immediately before 
the middle; second joint shorter than the third, the latter is about twice as 
long as the fourth; fifth joint very slightly shorter than the preceding one. 
Labial palpi strongly flattened; first joint half as long as the second, and 
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wider than long; second joint longer than the third joint, the latter is much 
less flattened and is more or less pointed. Maxillary palpi less flattened 
than the labial palpi; first joint longer than the second, much wider than 
long; 3rd joint a little longer than the two basal joints together, and about 
as long as the following one; apical joint distinctly longer than the fourth. 
The spines of head very small and somewhat triangular. Eyes proportio¬ 
nally small. 

Pronotum rather narrow, with the median transverse sulcus immediate¬ 
ly front of the middle; mesonotum 4 times as long as the pronotum, hardly 
carinate, irregularly and very sparsely granulate; metanotum (with the 
median segment) nearly 3£ times as long as the pronotum, with the lateral 
carinae very conspicuous, granulated as in the mesonotum; median segment 
fully $ as long as the metanotum proper, wider than long, with the crescent 
foveoles distinctly in front of the middle. 

Abdomen very long; fourth tergite very little longer than the 3rd or 
fifth; the 8th about § as long as the 9th tergite which is about § as long 
as the 7th; first tergite shorter than the 7th, and about l£ times as long 
as the median segment; 9th tergite not emarginate at the end, with the 
lateral margins very slightly sinuate just before the apex; supra-anal 
operculum very narrow and long, sword-like when seen from side; distinctly 
longer than the ninth tergite; subgenital operculum exceeding the tip of 
the supra-anal operculum, very narrow and hardly naviculate, gradually 
narrowed toward the tip and pointed. 

Legs proportionally short; front femora serrate as in taihokuensis , 
with the small upper apical median triangular lobe nearly horizontal; four 
posterior femora entirely non-serrate, but the intermediate pair with a pair 
of subbasal inferior lamellae; four posterior tibiae with one subbasal interno¬ 
superior lamella and one subbasal interno-inferior lamella, of all the lamellae 
those of the intermediate tibiae are distinctly larger than those of the hind 
tibiae and the inferior lamellae are conspicuously smaller than superior ones. 

6. Head without spines, moderately narrowed behind, somewhat 
strongly rounded above, with three distinct longitudinal occipital furrows 
which do not extend forwards. Eyes round, proportionally large and 
prominent. Antennae not quite reaching to the tip of the front femora; 
first joint a little longer than twice the width, or about twice as long as 
the second joint, moderately dilated in the middle, with the median carina 
rather indistinct; 3rd joint as long as the first joint, or fully twice as 
long as the fourth joint, the latter is about £ as long as the fifth; the 
apical joint as long as the 3rd joint. Maxillary palpi moderately depressed 
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toward the bases; first joint distinctly shorter than the second; third joint 
about half as long as the second and about | as long as wide; fourth joint 
twice as long as the first joint, or 4 as long as the apical joint which is 
slightly pointed at the tip. Labial palpi not very broad, very slightly 
broader than the maxillary palpi; first joint shorter than a half the length 
of the second joint; third joint longer than the second, more or less pointed. 

Pronotum a little broader than a half the length, very slightly 
broadened in the posterior half, with the median transverse sulcus in the 
middle and with the submedian longitudinal furrows distinct but obsolete 
in the posterior half; meso- and metanotum proportionally long; median 
segment about li times as long as wide, with the crescent foveoles distinctly 
behind the middle. 

Abdomen much longer than the preceding portions together; first 
tergite longer than two-thirds the median segment, or as long as 7th tergite 
which is much longer than the 8th; fourth tergite longer than the fifth; 
9th tergite as long as the 7th, its apical lobes a little shorter than the basal 
portion, furnished with rather few denticles on the apical one-third of 
the inside; 7th sternite 1£ times as long as the 8th sternite, or as long as 
the subgenital plate which is strongly naviculated and slightly exceeds 
the middle of the 9th tergite; cerci as usual. 

Legs very long and slender; hind femora proportionally long. 




6 

9 

Length of body 

87.0 mm. 

114.0 mm. 

M 

„ pronotum 

3.0 mm. 

4.5 mm. 

ft 

„ mesonotum 

18.0 mm. 

20.2 mm. 

ft 

„ metanotum (with 




median segment) 

15.0 mm. 

16.8 mm. 

ft 

„ median segment 

2.9 mm. 

3.8 mm. 

„ 

„ basal tergite 

5.9 mm. 

6.2 mm. 

ft 

„ apical tergite 

5.5 mm. 

6.8 mm. 


(9th tergite) 

(Supra-anal operculum) 

ft 

„ subgenital plate 




or operculum 

2.7 mm. 

22.5 mm. 

„ 

„ front femora 

35.0 mm. 

32.8 mm. 

tt 

„ intermediate femora 

21.5 mm. 

20.7 mm. 

,, 

„ hind femora 

27.0 mm. 

28.0 mm. 


Hab. Formosa—Taito (II, III) ; Chipon (V) ; Toroen (Vl). 

Types in the Entomological Museum of the Government Research 
Institute, Taihoku,* Formosa, Japan. 
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17. Entoria longiofercula, sp. nov. PI. VII [IV] (Figs. 4 & 5). 

9. Allied to tcdtoensis, but easily distinguished from that by the 
distinctly emarginated 9th tergite. 

Rather short species, with the short spined head which is conspicuously 
narrowed behind. Antennae proportionally short, reaching to the middle 
of the front femora; first joint fully twice as long as wide, broadest just 
in front of the middle, from where it is gradually narrowed toward the 
base; second joint about l as long as the preceding one; third joint about 
as long as the two following joints together, the fourth being shortest; the 
apical joint S as long as the basal joint, not thicker than the preceding one. 
Labial palpi slightly depressed; first joint about £ as long as the 2nd joint; 
apical joint slightly longer than the 2nd joint which is rather distinctly 
depressed at the base. Maxillary palpi slightly narrower than the labial 
palpi'; first joint about twice as long as the 2nd; third joint hardly three 
times as long as the preceding one, or as long as the following one; apical 
joint H times as long as the preceding joint, with the tip rather rounded. 
The spines of the head rather small, directed a little forwards. Eyes 
round, comparatively large. 

Pronotum as in taitoensis\ mesonotum fully 5 times as long as the 
pronotum, with the median longitudinal carina very fine and complete, 
furnished with a very few granules; metanotum (with the median segment) 
fully 4 times as long as the pronotum, carinated and granulated as in the 
pronotum; median segment about as long as the pronotum or \ as long as 
the metanotum-proper or as long as wide, with the crescent foveoles in the 
middle. 

Abdomen comparatively short; first tergite a little shorter than the 
7th and 8th tergites together; fourth tergite distinctly longer than the 
3rd or 5th tergite; 6th tergite distinctly shorter than the preceding one; 
7th tergite as long as the two following tergites together; 9th tergite a 
little longer than the £th, distinctly triangularly emarginate; supra-anal 
operculum a little longer than the 9th tergite, slender, suddenly narrowed 
at the tip; subgenital operculum long and slender, slightly naviculate. and 
pointed, exceeding the tip of the supra-anal operculum. 

Legs proportionately very long; front femora serrate as in taihoku - 
ensts, with the small upper apical median triangular lobe horizontal; inter¬ 
mediate femora with a small triangular interno-inferior subbasal lamella, 
with an indistinct interno-superior subbasal spine, and with rather distinct, 
medio-inferior apical serration; hind femora entire, with rather indistinct 
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medio-inferior apical serration; front tibiae with a very small spine in the 
middle of the basal half of the interno-superior carina; four posterior 
tibiae with a small triangular subbasal interno-superior lamella, with the 
intemo-inferior carina sparsely serrate at the apical half or two-thirds. 


Length of body 

$ 108.0 mm. 

>> 

„ pronotum 

4.0 mm. 


„ mesonotum 

20.0 mm. 

»» 

„ metanotum (with median segment) 16.0 mm. 

♦♦ 

„ median segment 

3.9 mm. 

M 

„ basal tergite 

6.4 mm. 


„ supra-anal operculum 

3.7 mm. 

#» 

„ subgenital operculum 

13.5 mm. 

tt 

„ front femora 

34.0 mm. 

>* 

„ intermediate femora 

22.0 mm. 

t* 

„ hind femora 

28.0 mm. 

Hab. Formosa—Taihoku (II) 



The type, preserved in the Entomological Museum of the Government 
Research Institute, Taihoku, Formosa, is dark brown. 

Genus Rhamphophasma, Brunner von Watt£nwyl 
Rev. Orth., p. 92 (1893); Phasmiden, p. 209 (1907) 

Genotype: modestum , Brunner von Wattenwvl 

Rhamphophasma japonicum , Brunner von Wattenw vl 
Phasmiden, p. 210, pi. VIII, fig. 4 a, b (1907) 

Hab. Japan. 

Type preserved in the Zoological Museum of Berlin. 

Subfam. Prisomerinae, Karny (1923) 

Lonchodidae , Brunner von Wattenwvl 
Key to the genera found in our country. 

I. Second abdominal tergite of female transverse or quadrate; of male 

longer than wide. Neohirasea , Rehn 

II. Second abdominal tergite of female much longer than wide; of male 

twice or three times as long as wide. Phraortes, Stal 

Genus Neohirasea, Rehn 
Proc. Acad. Nat. Sci. Philad., p. 84 (1904) 

Menexenus (pt.), Brunner von Wattenwyl (nec Stal), Phasmiden, p. 
242(1907). 
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Acanthoderus (pt.), Westwood (nec. Gray), Cat. Phasm., p. 48 (1859). 
Genotype: Phasma japonica, de Haan. 

Key to the Japanese species. 

1. Mesonotum with two long spines on the anterior margin 

lugens , Brunner von Wattenwyl 

2. Mesonotum without such spines japonica, de Haan 

1. Neohirasea japonica , de Haan 

Phasma ( Acanthoderus ) japomcum , de Haan, Verhandel. Naturlijke 
Geschied., Orth., p. 135, tab. 12, fig. 4 (1842). 

Acanthoderus japonicus , Westwood, Cat. Phamidae, p. 50 (1859). 

Neohirasea japonica, Rlhn, Proc. Acad. Nat. Sci. Philad., p. 84 (1904). 
Menexenus japonicus . Brunner \ox Wattenwyl, Phasmiden, p. 245 
(1907). 

I think this t\pe is preserved in the Leiden Museum, Holland. 

Hab. Japan—Nikko and Kyoto. 

2. Xeohirasea lugens , Brunnlr von Wattenwyl 
Menexenus lugens , Brunner von Wattenwyl, Phasmiden, p. 244 (1907). 
Hab. Japan—Kobe, Kumamoto. 

Type in the Zoologisches Museum of Hamburg; the male is not 
recorded. 


Genus Phraortes, Stal 
Rec. Orth., Ill, p. 8 (1875) 

Bacteria (pt.), de Haan, Wood-Mason, Westwood. 

Lonchodes (pt.), Westwood, Phasmidae, p. 36 (1859). 

Staelonchodes, Kirby, Ann. Nat. Hist. (7) XIII, p. 372 (1904). 

Phraortes , Bunner von Wattenwyl, Phasmiden, p. 262 (1907). 
Lonchodes , Brunner von Wattenwyl (nec Gray), Phasmiden, p. 256 
(1907). 

Genotype: Phasma elongata , Thunberg. 

Key to the species found in the Japanese Empire. 

Female. 

1. Vertex with two distinct spines. 

2. Subgenital operculum reaching to the tip of the supra-anal plate. 

3. Four posterior femora with two triangular dentate inferior 
apical lamellae elongates, Thunberg 
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33. Four posterior femora with very narrow dentate inferior apical 
lamellae. 

4. Body granulate throughout; median segment distinctly 
transverse; subgenital operculum conspicuously naviculate; 
sixth stemite gibbous apically. 

5. Subgenital operculum pointed in the middle. 

. bicolor, Brunner von Wattenwyl 

55. Subgenital operculum broadly rounded. 

. formosanus, sp. nov. 

44. Body smooth; median segment rather long; subgenital 
operculum moderately naviculate; sixth stemite non- 
gibbous . mikado, Rehn 

22. Subgenital operculum not reaching to the tip of the supra-anal 
plate. 

3. Median segment with the crescent foveoles in the middle; in¬ 
ferior apical lamellae of the four posterior femora very narrow 

. koyasanensis, sp. nov. 

33. Median segment with the crescent foveoles distinctly before 
the middle; inferior apical lamellae of the four posterior 
femora rather triangular. kumamotoensis , sp. nov. 

11. Vertex without spines. miyakoensis, sp. nov. 

Male. 

I. Cerci strongly bent near the middle. 

2. Subgenital plate distinctly sinuate apically. 

3. Body very long and slender. formosanus, sp. nov. 

33. Body rather thick. miyakoensis, sp. nov. 

22. Subgenital plate not sinuate and distinctly triangular at apex .... 
. bicolor, Brunner von Wattenwyl 

II. Cerci moderately curved at the apical part. 

2. Subgenital plate triangularly sinuate .... kumamotoensis, sp. nov. 

22. Subgenital plate rounded at the apex. 

3. Median segment slightly broader than long; cerci conspicu¬ 
ously curved; apical lobes of ninth tergite nearly triangular 

when seen from side; subgenital plate broadly rounded. 

. elongatus, Thunberg 

33. Median segment rather long; cerci very slightly curbed at the 
tip only; apical lobes of ninth tergite rather broadly rounded 

at the tip when seen from side. 

. illefidus, Brunner von Wattenwyl 
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1. Phraortes illepidus, Brunner von Wattenwyl 

Lonchodes illepidus , Brunner von Wattenwyl, Phaemiden, p. 258(1907). 
Hab. Formosa—Hozan; Kobayashi (VIII) ; Tabo (VII). 

J apan—N agasak i. 

This species is identical with Brunner’s type in the Natural History 
Museum in Wien. 


2. Phraortes elongatus, Thunberg 
Phasma elongata, Thunberg, Mem. Soc. Petersb., V, p. 299 (1815). 
Pkasma ( Bacteria) nifonense , de Haan, Temminck, Verhandel., Orth., 
p. 134 (1842). 

Lonchodes niponensis , Westwood, Cat. Phasm., p. 46 (1859). 

Phraortes elongatus, Stal, Rec. Orth., Ill, p. 64 (1875). 

Hab. Japan—Tokusa (VIII, 1922), Yamaguchi-Ken; Fukuoka 
(VII, 1932; X, 1930), Fukuoka-Ken; Kumamoto 
(VIII, 1932) and Tochinoki (VIII, 1932), Kumamo- 
to-Ken; Tokyo. 

I do not know where the types are preserved; the above species was 
identified by me, by an examination of Brunner von Wattenwyl’s collection 
in the Natural History Museum of Wien and the collection in the British 
Museum. 


3. Phraortes mikado , Rehn 
Proc. Acad. Nat. Sci. Philadelphia, p. 40, 9 (1904) 

Hab. Japan—Yokohama, Kanagawa-Ken (this is Type and pre¬ 
served in the National Museum of U.S.A.) ; Tokyo 
(VII). 

I have only one female from Takaoyama near Tokyo. This species 
is rather near to elongatus , Thunberg, as noticed by Rehn, but clearly 
distinguished by the short and rounded head, the long median segment 
(distinctly transverse in elongatus) and the much less naviculate subgenital 
operculum; from bicolor, Br. v. W., by the above characters and also by 
the smooth body (distinctly granulate throughout in bicolor). 

4. Phraortes bicolor, Brunner von Wattenwyl 
Lonchodes bicolor , Brunner von Wattenwyl, Phasmiden, p. 259, 6 9 
(1907). 



62 


Tokuichi SHIRAKI 


Hab. Formosa—Horisha (V, 1918 6 & 9). 

The present species compared with the types in the Natural History 
Museum in Wien. 


5. Phraortes f or mo s anus, sp. nov. 

PI. VII [IV] (Figs. 6, 7, 8, 9, 10 & 11) 

Lonchodes confucius, Shiraki (nec Westwood), Ann. Zool. Japonenses, 

VII, p. 295 (1911). 

Very near to P. bicolor, but in the female it is distinguished from the 
latter by the broadly rounded subgenital operculum which is not always 
pointed in the middle of the apex, and in the male by the distinctly 
sinuated apex of the subgenital plate. This is also allied to confucius , 
Westwood, but it differs from the latter in the triangularly sinuated 
subgenital plate and the strongly bent cerci of the male, and in the short 
female-cerci which do not extend beyond the supra-anal plate. 

9. Moderately stout and long, pale green to dark brown. Head 
rather long, distinctly although only slightly narrowed hindwards with 
or without a pair of acute but short spines on the vertex; eyes circular, 
moderately prominent, nearly 4 as long as the lateral length of the head 
behind the eyes; antennae longer than the front leg, with the long nearly 
parallel-sided first joint which is twice as long as the second joint. 
Pronotum rectangular, distinctly longer than wide; the surface very slightly 
granulated, with the distinct median longitudinal and transversal sulci, the* 
latter being placed nearly in the middle; the marginal depressions rather 
deep. Mesonotum granulated, fully 5 times as long as the pronotum, 
gradually and very slightly broadened hind ward, with a very fine median 
longitudinal carina throughout. Metanotum (with median segment) 
granulated as in the mesonotum, about as long as four-fifths of the 
mesonotum, nearly parallel-sided; median segment about 4 as long as the 
metanotum alone, shorter than long, with a pair of transversal depressions 
just before the middle. Abdomen rather longer than the head and thorax 
together, gradually narrowed hindward, granulated less than in the thorax 
except the three apical segments which are smooth, with a fine median 
longitudinal carina from the base to the apex; second to fifth tergites 
nearly equal in length, but the greatest length being at the fourth; 7th 
tergite a little shorter than the two apical tergites together; ninth tergite 
tectate and* rather sharply carinate, with the lateral margin very slightly 
and broadly curved outward in the middle, and with the apex conspicuously 
emarginated where the somewhat tectate and distinctly carinate supra-anal 
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plate are exposed, the latter being rounded at the apical margin and not 
exceeding the lateral apices of the ninth tergite; 6th sternite with a 
conspicuously sharply pointed apical median prolongation; subgenital oper¬ 
culum not exceeding the supra-anal plate, scoop-like, compressed and 
carinate, with the apical margin broadly rounded and never pointed. Legs 
slender, the anterior pair distinctly longer than the others; anterior femora 
longer or shorter than or equal to the mesonotum, with the carinae never 
serrate; anterior tibiae longer than the femora, or as long as the head, 
pronotum and mesonotum united; median femora conparatively short, as 
long as the metanotum (with the median segment), with the louver apical- 
lamellae which are rather narrow and moderately serrate, and with the 
genicular lobes small and not sharply pointed; posterior femora longer 
than the median pair, with the two lower apical lamellae which are more 
serrate than in the preceding; posterior and median tibiae conspicuously 
longer than the corresponding femora. 

6. Linear, very sparsely granulated except on nearly apical half of 
the abdomen, pale green to reddish yellow, with a rather conspicuous 
blackish lateral streak which extends through the whole length but is 
wanting on the prothorax and somewhat obscured toward the anal apex. 
Head long, slightly narrowed posteriorly, without spine; occiput with two 
pairs of elevations; eyes quite circular, prominent, little more than two- 
fifths the length measured from the hind margin of eye to the posterior 
end of head; antennae about as long as the anterior leg, the first joint very 
slightly narrowed at the base and about twice the length of the second 
joint. Pronotum distinctly shorter than the head, slightly narrowed be¬ 
hind, conspicuously longer than wide, with the transversal sulcus just 
behind the middle. Mesonotum six times as long as the pronotum, 
broadened at the posterior part, with a fine longitudinal median carina. 
Metanotum (with the median segment) shorter than one-fourth the length 
of the preceding notum, with the median carina nearly obsolete; median 
segment a little longer than wide or shorter than one-fifth the length of 
the metanotum alone, with the crescent foveoles just behind the middle. 
Abdomen rather longer than the head and thorax together, the narrowest 
width being at the fifth and sixth tergites, the greatest length at the second 
and third, and the shortest length at, the 8th; ninth tergite longer than 
the 7th which is longer than the 8th, tectate, compressed, wih a strong 
longitudinal median carina, deeply incised nearly apical half and forming 
subtriangular apical lobes, which are distinctly narrowed toward the apex 
where it is rounded and are finely denticulate inside, the lateral margin, 
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slightly sinuate at the apical half; subgenital plate a little longer than the 
preceding sternite, slightly emarginate triangular; cerci strongly bent in¬ 
wardly and more or less pointed. Legs linear, never spined nor lamellate, 
the anterior pair being longer than others but very little longer than the 


posterior pairs. 

Length of body 

6 

63.0-79.0 mm. 

. $ 

90.0-100.0 mm. 

ft 

„ pronotum 

2.9- 3.0 mm. 

3.9- 4.2 mm. 

„ 

„ mesonotum 

17.0-18.5 mm. 

20.0- 22.0 mm. 

ft 

„ metanotum (with median 
segment) 

„ median segment 

13.0-14.0 mm. 

2.0- 2.1 mm. 

15.0- 16.8 mm. 
3.0- 3.1 mm. 

tt 

„ abdomen 

37.0-39.0 mm. 

45.0- 55.0 mm. 

tt 

„ basal tergite 

4.8- 5.0 mm. 

6.0- 7.0 mm. 

*t 

„ apical tergite 

3.8- 3.9 mm. 

2.9- 3.2 mm. 

>* 

tt 

„ subgenital plate or 
operculum 
„ front femora 

2.0- 2.2 mm. 

19.1-21.1 mm. 

9.2- 10.5 mm. 

21.0- 23.0 mm. 

tt 

„ intermediate femora 

15.0-16.5 mm. 

16.0- 16.3 mm. 

t* 

„ hind femora 

19.0-21.0 mm. 

19.0- 20.2 mm. 


Hab. Formosa—Taihoku (VI), Sozan (IX), Urai (VII), Taipin 
(IX), Shinchiku (VII), Rimogan (VII), Kaya- 
hara (IX), Arisan (X), Kanshirei (VII). 

The present species is found on the leaf of upland cotton plants and 
also the leaves of several trees. 

6. Pharaortes koyasanensis, sp. nov. PI. VIII [V] (Fig. 1) 

Near to elongatus, but in the female distinguished by the relatively 
short subgenital operculum and by the position of the crescent foveoles 
of the median segment. The present species may be a local variety of the 
latter species. 

$. Rather stout and long, smooth, pale green. Head short, con¬ 
spicuously narrowed behind, with two conical spines between the eyes; eyes 
distinctly longer than wide, prominent, a little longer than two-fifths the 
lateral length of the head behind the eye; 1st antennal joint very slightly 
narrowed toward the base, longer than twice the length of the second joint. 
Pronotum rectangular, a little longer than wide, with the transversal median 
sulcus in the middle. Mesonetum hardly five times as long as the pronotum, 
distinctly and gradually broadened hindward, with a fine longitudinal 
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median carina. Metanotum (with the 
median segment) very slightly longer 
than four-fifths the mesonotal length, 
very slightly narrowed at the median 
portion, with the median carina 
distinct; median segment transverse, as 
long as two-ninths the metanotum, with 
the crescent foveoles in the middle. 
Abdomen much longer than the head 
and thorax together, with a longitudinal 
median carina throughout the whole 
length, very jflightly narrowed tqw^ard »the anal apex; fourth tergite 
longest; seventh tergite as long as the two following ones together; ninth 
tergite very slightly longer than the preceding one, tectate and carinate, 
with the lateral margin nearly evenly curved outward, and with the apical 
margin conspicuously triangularly emarginate; supra-anal plate round and 
somewhat tectate, nearly entirely exposed between the apical lobes of the 
ninth tergite, which, when seen from side, are triangle and bluntly pointed 
apically; 6th sternite with a distinct rounded median apical elevation; 
subgenital operculum scoop-like, compressed and carinate, not reaching to 
the apex of the supra-anal plate, bluntly pointed. Legs rather slender and 
long, without lamellae, spines or teeth, excepting of the serrate apico- 
inferior lamellae of four posterior femora, which are very narrow and are 
armed with only tw'o very small spine-like teeth; anterior femora as long 
as the mesonotum or anterior tibia; posterior femora shorter than the 
anterior femora, but longer than the median pair, with the pointed genicular 
lobes. 



Median segment of 
Phraortes koyasanensis. 


Length of body 

„ pronotum 


9 89.0 mm. 
3.5 mm. 

mesonotum 20.0 mm. 

metanotum (with median segment) 16.4 mm. 
median segment 3.0 mm. 

abdomen 59.0 mm. 

basal tergite 6.2 mm. 

ninth tergite 2.2 mm. 

subgenital operculum 8.0 mm. 

front femora 19.5 mm. 

intermediate femora 15.0 mm. 

hind femora 18.0 mm. 
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Hab. Japan—Koyasan (VIII) 

Type and two larvae, one male and other female, presented by Mr. 
K. Numajiri, are preserved in the Entomological Museum of the Govern¬ 
ment Research Institute, Taihoku, Formosa. 

7. Phraortes kutnamotoensis, sp. nov. 

PL VIII [VJ (Figs. 2, 3, 4, 5 & 6) 

Closely allied to the preceding species and to elongatus , but in female 
distinguished from the former by the position of the crescent feveoles of 
the median segment and the narrow apico-inferior lamellae of the four 
posterior femora, and from the latter by the relatively short subgenital 
operculum and the relatively long median segment; in the male by the 
triangularly emarginated subgenital plate. This new species also may’be 
a local variety of elongatus, 

9. Elongate and long, freebly granulated, pale brown or yellowish 
green. Head rather long, slightly narrowed behind, with two short conical 
spines between the eyes; eyes circular, prominent, longer than one-third 
the lateral length of head behind the eye; antennae nearly as long as the 
front leg, the first joint being as long as twice the second joint. 

Pronotum rectangular, distinctly longer than wide or a little shorter 
than the head, with a distinct transversal sulcus in the middle. Mesonotum 
gradually broadened behind, 4i times as long as the pronotum, with a 
conspicuous but fine longitudinal median carina. Metanotum (with median 
segment) as long as five-sixths the length of the mesonotum, nearh 
parallel-sided, with the fine longitudinal median carina which is interrupted 
before the median segment; the latter slightly broader than long, hardly 
longer than one-fourth the length of the metanotum alone, with the crescent 
foveoles before the middle. 

Abdomen much longer than the head and thorax together, with a fine * 
longitudinal median carina which is obsolete in the posterior one-third, very 
slightly narrowed posteriorly, the greatest length being at the fourth; 
seventh tergite tectate, slightly carinate, conspicuously shorter than the two 
following tergites together; ninth tergite tectate, carinate, longer than the 
preceding one, its apical margin deeply emarginate triangularly, with the 
triangular apical lobes; supra-anal plate more or less tectate, strongly 
carinate and broadly rounded apically, slightly extending behind the apical 
lobes of the ninth tergite; 6th sternite with a rather long compressed apical 
median elevation which does not exceed the posterior margin of this tergite; 
subgenital operculum scoop-like, compressed and carinate, hardly reaching 
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to the posterior end of the ninth tergite, its apex being broadly rounded. 

Legs slender, not serrate nor lamellate, except the spinulate triangular, 
apico-inferior lamellae of the four posterior femora; inferior basal lobe of 
the four posterior tibiae rather large; anterior femora longer than the 
mesonotum, and posterior femora shorter than the anterior pair and shorter 
than the median ones; genicular lobes of the four posterior femora small, 
with a rather obtusely angled apex; tibiae as long as the corresponding 
femora. 

6. Linear, pale greenish, with an ill-defined reddish lateral streak 
on the meso- and metanotum. and with a dark coloured genicular portion. 
Head rather long, slightly narrowed behind, without spine, with an in¬ 
distinct pale lateral streak behind the eye; eyes circular moderately 
prominent, as long as three-sevenths the lateral length of the head behind 
the eye; 1st antennal joint 2\ times as long as the second joint. 

Pronotum conspicuously shorter than the head and distinctly longer 
than wide, rectangular, with the transversal sulcus before the middle. 
Mesonotum broadened at the both ends, with a faint longitudinal median 
carina, fully six times as long as the pronotum. Metanotum (with the 
median segment) moderately narrowed at the middle, with an indistinct 
longitudinal median carina which is interrupted before the median segment, 
as long as three-fourths the length of the mesonotum; median segment a 
little longer than wide or nearly three-tenths as long as the metanotum 
alone, with the crescent foveoles before the middle. 

Abdomen distinctly longer than the head and thorax together, narrow- 
est at the 6th segment and broadest at the 7th and 8th segments, the 
greatest length being at the fourth and fifth tergites; 7th tergite as long 
as the 8th, broadened apically, tectate and rather sharply carinate; 8th 
tergite narrowed apically, tectate and rather sharply carinate; ninth tergite 
as long as the preceding one, deeply incised, the apical lobes when seen from 
side being suddenly narrowed at the apical half and rounded at the apex, 
dentate inside; subgenital plate much longer than the preceding stemite 
but shorter than the seventh sternite, sharply carinate, very slightly 
triangularly emarginate at the apical margin; cerci distinctly bent at the 
apical one-third. Legs long and slender, not serrate nor lamellate, but 
with the narrow’ bidentate infero-apical lamellae of the four posterior 
femora; anterior femora longer than the pro- and mesonotum together, 
or very slightly shorter than the anterior tibia; hind femora distinctly 
shorter than the anterior pair or longer than the intermediate ones. 
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Length of body 

6 

67.0-72.0 mm. 

9 

93.0-94.0 mm. 

n 

„ pronotum 

2.5- 2.6 ram. 

3.5- 3.8 mm. 

n 

„ mesonotum 

14.2-15.7 mm. 

18.6 

mm. 

ff 

„ metanotum (with median 
segment) 

11.2-12.2 mm. 

15.0-15.5 mm. 

M 

„ median segment 

2.0- 2.5 mm. 

3.0 

mm. 


„ abdomen 

35.5-38.5 mm. 

49.5-52.5 mm. 

»» 

„ basal tergite 

4.8 mm. 

6.5- 6.6 mm. 


„ 9th tergite 

2.9- 3.0 mm. 

2.7- 2.9 mm. 

>> 

„ subgenital plate or 
operculum 

3.0- 3.5 mm. 

8.7- 8.0 mm. 

» 

„ front femora 

19.0-20.0 mm. 

20.2-22.0 mm. 

1> 

„ intermediate femora 

15.5 mm. 

14.5-15.5 mm. 

1 * 

„ hind femora 

18.5-18.8 mm. 

16.5-17.4 mm. 


Hab. Japan—Kumamoto (VIII, 26 6, 29 9), Fukuoka (X. 19). 
Described from one pair collected at Kumamoto; preserved in the 
Entomological Museum of the Government Research Institute, Taihoku, 
Formosa. 


8. Phraortes miyakoensis , sp. now 
PI. VIII [VI (Figs. 7, 8, 9, 10 & 11) 

In the female it is characterized by the robust body which is con¬ 
spicuously granulated, the non-spined head, and the narrow and flat apical 
median elevation of the 6th sternite; in the male by the thick body, the 
distinctly sinuate subgenital plate, and the strongly bent cerci. 

9. Pale yellowish green or pale yellowish brown, robust, distinctly 
but minutely granulated. Head relatively short, more or less broadened 
apically, with two inconspicuous notches between the eyes and with four 
distinct elevations along the posterior margin; eyes circular, moderately 
prominent, as long as one-third the lateral length of head behind the eye; 
antennae nearly as long as the front leg, the first joint being parallel-sided 
and twice as long as the second joint which is a little longer than the third. 

Pronotum a little shorter than the head, distinctly, but slightly, 
broadened at the posterior half, with the transversal sulcus in the middle. 
Mesonotum 4i times as long as the pronotum, gradually narrowed behind, 
with an indistinct longitudinal median carina. Metanotum (with the 
median Segment)" about four-fifths the length of the mesonotum, very 
slightly narrowed at 'the middle, with the distinct longitudinal median 
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carina; median segment transverse, distinctly shorter than one-third the 
length of the metanotum alone, with an indistinct longitudinal carina and 
two very short crescent foveoles before the middle. Abdomen longer than 
the head and thorax together, gradually narrowed posteriorly, the greatest 
length being at the fourth and fifth tergites, and the smallest at the ninth 
tergite, with a fine longitudinal carina throughout the whole length; 
seventh tergite tectate, very slightly longer than the two following tergites 
together, strongly carinate; ninth tergite tectate, strongly carinate, its 
apical margin broadly and so slightly emarginated as the apical lobes are 
very short and subtriangular; supra-anal plate more or less tectate and 
carinate, clearly exceeding the lateral tips of the ninth tergite, with the 
rounded hind margin; sixth sternite with the narrow depressed median 
elevation which clearly extends beyond the posterior margin; subgenital 
operculum scoop-like, very slightly exceeding the tip of the ninth tergite 
but not reaching to the posterior end of the supra-anal plate, compressed 
and carinate. 

Legs long and slender, not lamellate nor serrate, excepting of the 
subtriangular dentate infero-apical lamellae of the femora; anterior femora 
as long as the anterior tibiae or very slightly longer than the mcsonotum; 
posterior femora distinctly shorter than the mesonotum and longer than 
the intermediate femur or metanotum (with median segment) ; posterior 
tibia as long as the posterior femur, while the intermediate tibia is shorter 
than the corresponded femur. 

6. Linear, green or yellowish brown, uniformly coloured, distinctly 
granulated. Head and prothorax very similar to the female, but the former 
without any spine-like elevation between the eyes. 

Mesonotum fi\e times as long as the pronotum. gradually broadened 
behind, with a fine longitudinal median carina. Metanotum (with the 
median segment) two-thirds as long as the mesonotum, with a fine 
longitudinal median carina; median segment as long as wide or two-sevenths 
as long as the metanotum alone, with the very indistinct crescent foveoles 
just before the middle. 

Abdomen longer than the head and thorax together, with a fine 
longitudinal median carina, the greatest length being at the fourth and 
fifth tergites, and the smallest at the eighth tergite, gradually narrowed 
toward the apex of the 6th tergite and then broadened toward the eighth 
tergite; ninth tergite tectate and carinate, distinctly longer than the 7th 
tergite, the apical lobes when seen from side gradually narrowed toward 
the apex where it is not pointed and distinctly denticulated inside; sub- 
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genital plate distinctly longer than the preceding sternite and exceeding 
beyond the end of the 8th tergite, its apical margin rounded but triangularly 
emarginate in the middle; cerci strongly curved inwards. 

Legs rather stout and long, without lamellae or spines, the infero- 
apical lamellae of femora rather narrow and very few dentate; anterior 
femora as long as the head and pro- and mesothorax together; posterior 
femora as long as the pro- and mesothorax together or longer than the 
intermediate femora; tibiae as long as the corresponding femora, but the 
intermediate pair distinctly shorter. 


Length of body 

a 

78.0-79.0 mm. 

$ 

88.0-95.0 mm. 

» 

„ prontoum 

3.3- 3.6 mm. 

3.6- 4.0 mm. 

»> 

„ mesonotum 

17.0-17.5 mm. 

19.5-20.0 mm. 

m 

„ metanotum (with median 
segment) 

12.3-12.7 mm. 

14.0-15.8 mm. 

a 

„ median segment 

2.6- 2.7 mm. 

3.0-3.5 mm. 

it 

„ abdomen 

42.0-44.0 mm. 

47.0-50.0 mm. 

tt 

„ basal tergite 

5.5- 5.8 mm. 

6.6- 6.8 mm. 

a 

„ 9th tergite 

3.7- 3.8 mm. 

2.5 mm. 

if 

„ subgenital plate or 
operculum 

2.2- 2.3 mm. 

9.0- 9.7 mm. 

t> 

„ front femora 

22.5-23.2 mm. 

19.3-20.3 mm. 

a 

„ intermediate femora 

17.2-17.5 mm. 

15.0-15.6 mm. 

a 

„ hind femora 

20.0 mm. 

17.0-19.0 mm. 


Hab. Okinawa—Miyako (VII), Ishigaki (VII). 

Described from one pair collected in Miyako-Island; preserved in the 
Entomological Museum of the Government Research Institute, Taihoku, 
Formosa. 


Subfam. Phibalosominae, Redtenbacher 
Only one genus is found \n Formosa 

Genus Megacrania, Kaup 
Berlin, Ent. Zeitschr., XV, p. 28 (1871) 

Platy crania (pt.), Westwood, Bates, etc. 

Megacrania tsudai , Shiraki, PI. X [VII] (Fig. 5) 
Dobutsugaku Zasshi, Tokyo, XLV, pp. 532-533 (1932) 
Hab. Formosa—JCankau (VII) 
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Many females preserved in the Entomological Museum of the Govern¬ 
ment Research Institute, Taihoku, Formosa. 

Subfam. Necrosciinae, Redtenbacher 

Three genera found in the Japanese Empire are distinguished by the 
following key: 

I. Subgenital operculum incised apically; sebgenital plate short, arched; 
seventh sternite of female with a large round apical groove 

Trachy thorax , Redtenbacher 

II. Subgenital operculum pointed or rounded apically; seventh sternite of 
female without apical groove. 

2. Hear convex above; subgenital plate rounded at the apex; sub¬ 
genital operculum pointed; cerci cylindrical, slightly curved 

Micadina , Redtenbacher 
22. Head depressed; subgenital plate obtusely angled or pointed; 
subgenital operculum pointed or rounded; cerci straight 

Sipyloidea, Brunner von W\ttenwyl 

Genus Micadina, Redtenbacher 
Brunner von Waitenw\l, Phasmiden, p. 533, 

Taf. XXVII, fig. 4 (1908) 

In addition to Redtenbacher’s description: Ocelli are rudimentary or 
distinctly presenting; supra-anal plate of female very slightly or not ex¬ 
posed hindward; cerci slightly or conspicuously curved; ovipositor exposed 
behind the subgenital operculum. 

Genotype —Marmessoidca phluctaenoides, Reiin. 

Four species, found in the Japanese Empire, are distinguished by the 
following key: 

Female. 

I. The apical margin of frons very narrow; cerci reaching to the apex 
of the ninth tergite. 

2. Tegmina densely reticulated; ninth tergite truncate, but slightly 
triangularly emarginate phluctacnoides, Rehn 

22. Tegmina coarsely reticulated; ninth tergite rounded, but very 
slightly sinuate in the middle rotundata, sp. now 

II. The apical margin of frons broad; cerci conspicuously exceeding the 
apex of the ninth tergite. 

2. Pronotum with a transversal sulcus distinctly in front of the 
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posterior two-thirds; ninth tergite distinctly emarginated trian¬ 
gularly ; supra-anal plate not exceeding the lateral tips of the ninth 
tergite yasumatsui, sp. nov. 

22. Pronotum with a transversal sulcus behind the anterior one-third; 
ninth tergite truncate; supra-anal plate conspicuously exposed 
hindward sonant, sp. nov. 

Male. 

I. Ninth tergite as long as the seventh tergite, moderately carinate; cerci 
straight. 

2. Ninth tergite about as long as the 7th, moderately dentate inside 
the apex fhluctaenoides, Rehn 

22. Ninth tergite distinctly longer than the 7th, conspicuously dentate 
inside the apex rotundata , sp. nov. 

II. Ninth tergite distinctly shorter than the seventh tergite, not carinate; 

cerci strongly curved inward sonant , sp. nov. 

1. Micadina fhltu taenoides , Rehn 

Marmessoidea fhluctaenoides , Rehn, Proc. Acad. Nat. Sci. Philadelphia, 
p. 74 (1904). 

Hab. Japan—Gifu ( 6 9); Totomi ( $ ); Fukuoka (VII, 9 9). 

Types in the Academy of Natural Science of Philadelphia, U.S.A. 

2. Micadina rotundata , sp. nov. 

Figs. 2 and 3; VIII [V] (Figs. 12. 13 & 14) ; 

PL X [VIIJ (Fig. 1 & 2) 

Very closely allied to the preceding species, but diifers in the following 
characters: 

Female. 

1. Head not narrowed behind, strongly rounded. 

2. Apical margin of the frons distinclty rounded (in fhluctaenoides it is 

straight). 

3. Eyes comparatively small, nearly as long as half the lateral length of 

the head behind the eye (in fhluctaenoides slightly shorter). 

4. Ocelli ratl|4f distinct (in fhluctaenoides almost always rudimental). 

5. Tegmina <#arsely reticulated (in fhluctaenoides densely reticulated). 

6. Ninth tergite conspicuously rounded at the apex, where it is very 

jjainutely sinuated in the middle. 

7. 3||penital operculum hardly reaching to the apex of the eighth 

tergite. 
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Male. 

1. Antennae conspicuously longer than the abdomen (also in fhluctae¬ 
noides, differing from the original description); third joint of 
antennae nearly as long as the first (in fhluctaenoides distinctly 
shorter); second joint proportionately very short. 



Fig 2 ( x ca. 8) 

A part of the head of 
Micadina 
rotundata 9. 



Fig. 3 ( x ca. 8) 

Pronotum of 
Micadina rotundata $ . 

2. Tegmina much more coarsely reticulated 
than that of fhluctaenoides . 

3. Wings never reaching the abdominal 
apex (also in fhluctaenoides , Rehn’s 
description being incorrect). 

4. Eighth tergite comparatively long, H 
times as long as the 7th, in fhluctaenoides only 1J times as long as 
the 7th; ninth tergite distinctly longer than the 7th. 


Length of body 

6 

34.0-38.0 mm. 

9 

47.0-53.0 mm. 


,. pronotum 

2.1- 2.2 mm. 

2.8- 2.9 mm. 

« % 

„ mesonotum 

5.3- 6.3 mm. 

8.2-10.2 mm. 

M 

,, abdomen 

17.0-21.5 mm. . 

25.0-27.6 mm. 

>• 

„ 9th tergite 

2.0 mm. 

3.0 mm. 


„ subgenital plate 
or operculum 

1.0- 1.3 mm. 

4.2- 4.8 mm. 


„ front femora 

9.1-10.5 mm. 

10.2-10.4 mm. 

it 

„ intermediate femora 

6.0- 6.1 mm. 

7.3- 7.4 mm. 


„ hind femora 

9.5-10.0 mm. 

10.8-11.1 mm. 


Hab. Amami-Oshima—Nase (6, 9$ VII); Shiro (6 VII); Nishi- 
nakama (9 VII) 

Okinawa—Nago (6, 9 9 VII) 

The present species may be a local variety of fhluctaenoides; types art 
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preserved in the Entomological Museum of the Government Research In¬ 
stitute, Taihoku, Formosa. 

3. Micadina yasumatsui, sp. nov. 

Figs. 4 and 5; PI. VIII [V] (Figs. 15 & 16) 

9. Allied to M. fhluctaenoides, Rehn and rotundata, Shiraki, but 
easily distinguished from the both species by the broad and straight apical 
margin of frons, the rather narrowly produced ninth tergite, and the long 
cerci. 

Head large, conspicuously broader than the pronotum, very slightly 
narrowed behind; the apical margin of frons broad and straightly carinate, 
its carina being about twice as long as that of fhluctaenoides ; ocelli distinct; 
eyes nearly as long as half the lateral length of the head behind the eye. * 




Pronotum of 
Micadina yasumatsui. 


Fig. 4 ( xca. 8) 

A part of the head of 
Micadina yasumatsui. 


Pronotum comparatively short, with 
the transversal median sulcus distinctly 
before the posterior two-thirds, and with 
the longitudinal median sulcus distinct 
and its posterior part becoming a fine carina and reaching the hind margin. 
Mesonotum longer than the head and pronotum together or as long as the 
intermediate femora, rather narrow, slightly expanded behind, with the 
distinct median and lateral carinae, roughly tuberculose. 

Tegmina short, when seen from dorsum elongate and nearly quadrate 
(in phluctaenolites and rotundata distinctly produced inward), distinctly 
and very roughly reticulated; the elevated portion not pointed, and distinct 
only in the anterior half, while in fhluctaenoides and rotundata it is more 
or less pdlfited and placed.in the posterior two-thirds. Wings reaching or 
exceeding the hind margin of the fourth tergite, the lateral area with a 
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rather regular reticulation and two rather distinct intercalary veins. 

Abdomen somewhat inflated, the greatest width being at the second 
and third tergite, and the least at the sixth; seventh and eighth tergites 
tectate, the former a little shorter than the latter; ninth tergite very slightly 
longer than the preceding tergite, the apex narrowly produced and with a 
distinct triangular median emargination, when seen from side the apico- 
inferior margin distinctly sinuate; supra-anal plate distinctly exposed be¬ 
tween the apical lobes of the ninth tergite but not long; cerci straight, 
conspicuously exceeding beyond the apex of the ninth tergite; subgenital 
operculum tectate, the apex broadly rounded and reaching to the apex of 
the eighth tergite. Legs short; anterior femora as long as the pro- and 
mesonotum together or distinctly longer than the tibiae, the basal curvature 
slight; anterior metatarsi nearly as long as the remaining tarsal joints to- 
gather; intermediate femora and tibiae short, the former very slightly 
longer than the latter or as long as the mesonotum. both distinctly longer 
than the two basal tergites together; posterior femora conspicuously longer 
than the pro- and mesonotum together, or a little longer than the tibiae. 


Length of body 
,. pronotum 

,, mesonotum 
.. abdomen 

9th tergite 
subgenital operculum 
,, ,, front femora 

,, intermediate femora 
„ hind femora 


9 43.0-51.5 mm. 
2.8- 3.0 mm. 
7.0- 8.0 mm. 
21.6-27.0 mm. 

2.5- 2.8 mm. 
4.0- 5.0 mm. 

9.5- 11.3 mm. 
7.2- 8.6 mm. 

11.1-12.9 mm. 


Hab. Japan—Sobosan (VII); Ubasha (VIII) 

Type in the Entomological Museum of the Government Research In¬ 
stitute, Taihoku, Formosa. 


4. Micadina sonata , sp. now PI. IX [VI] (Figs. 1, 2 & 3) 

The present species is readily distinguished from the three preceding 
ones by the form of the ninth tergite and of the supra-anal plate of the 
female, and by the non-carinated ninth tergite and strongly curved cerci 
of the male. 

9, Head large, distinctly broader than the pronotum, and broadened 
at the middle; frons with a distinct V-shaped furrow; the apical margin of 
frons very broad, distinctly broader than the width of the first antennal 
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joint, very slightly curved forward but in the middle very indistinctly 
sinuate, its carination rather indistinct and comparatively longer than in 
yasumatsui; occiput with 3 distinct but fine longitudinal sulci which extend 
distinctly forward, and with four very faint longitudinal streaks of which 
the two internal ones are situated between the sulci and each of the remain¬ 
ing ones is placed exteriorly on the external sulcus; ocelli wanting; eyes 
small, oval, about as long as $ the lateral length of the head behind the 
eye; the first joint of antennae hardly twice as long as the second or 1J 
times as long as the third. 

Pronotum rather long, with the anterior and posterior margins very 
slightly curved inwards; transversal sulcus one-third behind the anterior 
margin, nearly straight; median longitudinal sulcus distinct, reaching to 
the fine posterior transversal streak. Mesonotum conspicuously longer than 
the head and pronotum together, or longer than the intermediate femora, 
very irregularly rugose, with the distinct median and lateral carinae. 

Tegmina short, when seen from dorsum more or less triangular, irre¬ 
gularly reticulated; the elevated portion just before the middle, very 
slightly raised. Wings reaching to the posterior margin of the third 
tergite; the lateral area rather irregularly reticulated, without distinct 
intercalary vein; the dorsal area sparsely reticulated; anal area very pale 
pink coloured. 

Abdomen longer than the head and thorax together, slightly inflated, 
the greatest width being at the fourth segment; seventh and eighth tergite^ 
tectate, but not carinate, the former very slightly shorter or broader than 
the latter; ninth tergite as long as the preceding one, the apex narrowh 
produced and truncated, when seen from side the lateral margin conspicu¬ 
ously sinuated at the apical one-third; supra-anal plate distinctly exposed 
behind, broader than long, with the rounded apical margin and the distinct 
median longitudinal carina; cerci long and straight, conspicuously exposed 
behind; subgenital operculum tectate and pointed, hardly reaching to the 
hind margin of the eighth tergite; ovipositor conspicuously exposed behind 
the operculum. Legs short; anterior femora as long as the pro- and 
mesonotum together or longer than the tibiae, the basal curvature rather 
strong; intermediate femora shorter than the mesonotum or distinctly longer 
than the intermediate tibiae; hind, femora as long as the front femora or 
very slightly longed than the tibiae. 

6. ^Head comparatively large, with the sides nearly parallel-sided but 
conspicuously constricted at the hind portion; the apical margin of the 
frons narrower than the width of the first antennal joint; the longitudinal 
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sulci of the occiput very short, excepting the median one; eyes longer than 
a half the lateral length of the head behind the eye; the first joint of 
antennae slightly longer than wide, distinctly shorter than twice the length 
of the second joint and shorter than the third (in phluctaenoides and 
rotundata distinctly longer). 

Pronotum as in the female, but the median longitudinal sulcus reaching 
the hind margin. Mesonotum conspicuously narrowed at the middle portion 
and very much broadened hindward, about 14 times as long as the head 
and pronotum united, or shorter than the intermediate femora. 

Wings long, distinctly exceeding beyond the fourth tergite, the anal 
area fuscous. 

Abdomen definitely longer than the head and thorax together, swollen 
at the anal portion; eighth tergite longer than the seventh or ninth, swollen 
above, with the lateral margin distinctly waved; ninth tergite strongly 
swollen above, without carina but with a fine median longitudinal sulcus, 
the posterior margin broadly and roundly sinuated, the lateral margin con¬ 
spicuously sinuated at the middle; supra-anal plate not seen; cerci very 
long and strong, strongly curved, pointed, before the tip there is a short 
tooth; eighth sternite as long as the seventh, strongly tectate, but without 
carina, with the posterior margin rounded; subgenital plate enormously 
swollen, shorter than the eighth sternite from which it is separated by a 
distinct groove, with a fine longitudinal median sulcus in the posterior half, 
the hind margin rounded and reflexed. 

Legs comparative)’ long; anterior femora as long as the head and pro- 
and mesonotum together, or a little longer than the tibiae, the basal curva¬ 
ture rather slight; intermediate femora a little shorter than the pro- and 
mesonotum together, and very slightly longer than the tibiae; hind femora 
very slightly longer than the tibiae or the front femora. 

$ 6 


Length of body 

40.0 mm. 

39.5 mm. 

„ pronotum 

2.8 mm. 

2.2 mm. 

„ „ mesonotum 

7.9 mm. 

7.0 mm. 

„ „ abdomen 

21.2 mm. 

20.8 mm. 

„ „ 9th tergite 

2.4 mm. 

1.8 mm. 

„ „ subgenital operculum 

or plate 

3.6 mm. 

1.4 mm. 

„ front femora 

8.6 mm. 

10.8 mm. 

„ „ intermediate femora 

5.0 mm. 

7.8 mm. 

tt „ hind femora 

8.6 mm. 

11.0 mm. 
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Hab. Formosa—Shinchiku (VII) 6 9 and one male larva. 

Types in the Entomological Museum of the Government Research 
Institute. Taihoku, Formosa. 

Genus Trachythorax, Redtenbacher 
Brunner von Wattenwyl, Phasmiden, p. 507, pi. XXVI, fig. 3 (1908) 
Calvisia , Brunner von Wattenwyl (pt.), Ann. Mus. Genova, XXXIII, 
pp. 84, 85 (1893). 

Only one species found in Formosa. 

Trachythorax 6-pmctatus , Shiraki, PL IX [VI] (Figs. 4, 5 & 6) 
Necroscia 6-ptnctata , Shiraki, Ann. Zool. Jap.. VII. p. 304, pi. XII, 
fig. IV (1911). 

The species has been described by me for the male only; the female 
differing from it as follows: 

1) . Body very large, about twice as long as the male and definitely robust. 

2) . Anterior margin of frons comparatively broad, as broad as the basal 

width of the first antennal joint, while in the male distinctly narrower; 
occiput much more swollen above. 

3) . Antennae not reaching to the abdominal end (in the male longer 

than body) ; first joint distinctly longer and broader than the second 
joint, while in the male nearly as long as or slightly narrower than 
the second. 

4) . Prothorax comparatively broad, the median transversal sulcus being 

situated rather near to the middle; mesonotum without the black 
longitudinal stripe, with two black spots (in my description of male 
not noted) near the lateral side, the anterior one situated just before 
the middle (in the male just after the middle). 

5) . Tegmina with the elevated portion conspicuously raised and carinated; 

wings nearly reaching the abdominal end. 

6) . Abdomen gradually narrowed hindward; 9th tergite distinctly longer 

than the preceding one and a little shorter than the 7th tergite, tectate 
and carinate on the apex where it is distinctly triangularly emarginat- 
ed, when seen from side rather triangular and pointed, the apical half 
of the lower margin being distinctly sinuated; cerci short, straight, 
moderately exposed behind, the tip rather pointed when seen from 
above and on the under side with a round groove; subgenital operculum 
reaching to the middle of the 9th tergite, rather flat, with a longi¬ 
tudinal iltedian carina on the apical half, the tip triangularly 
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emarginated; 7th sternite nearly as long 
apical elevations, between which one deep 
7). Legs comparatively short. 

Length of body 

„ pronotum 
„ mesonotum 
,, abdomen 
„ apical tergite 
subgenital operculum 
,, front femora 
,, intermediate femora 
„ hind femora 
Hab. Formosa—Koshun (IV, V); Taito 
Types are preserved in the Entomological 
Research Institute, Taihoku, Formosa. 


as the operculum, with two 
groove is presented. 

80.0-83.0 mm. 

4.5- 5.0 mm. 

7.3- 7.5 mm. 

44.0-47.0 mm. 

2.4- 2.5 mm. 

5.2- 5.8 mm. 

16.5-18.5 mm. 

13.0-13.2 mm. 

18.0-19.5 mm. 

(Ill); Toroku (V) 

Museum of the Government 


Genus Sipyloidea, Brunner von Wattenwil 
Ann. Mus. Genova, XXXIII, pp. 84, 86 (1893) 

Nccroscia (pt.), Westwood, Bates, de Haan, etc. 

Three species found in the Japanese Empire, are distinguished b\ the 
following key: 

I. Legs long and slender; front femora longer or as long as the head and 
pro- and mesonotum together; wings of female ver\ long, clearh 
exceeding the middle of the abdomen. 

2. Ninth tergite of female not emarginated at the apex, with the 
long and compressed cerci clearly extending beyond the apical 
tergite; subgenital operculum rather rounded at the apex; usually 
dirty pale brownish sipylus , Westwood 

22. Ninth tergite of female emarginated at the apex, with the long 
and cylindrical cerci which slightly protrude behind; subgenital 
operculum rather sharply pointed; usually dark green 

okunti , sp. no\. 

II. Legs short; front femora shorter than the head and pro- and mesonotum 
together; wings of female not reaching to the middle of abdomen 

tnmeata , sp. now 


1. Sipyloidea sipylus . Westwood 

Necroscia sipylus, Westwood, Cat. Phasm., p. 138, pi. 18, fig. 4 (1859). 
Necroscia samsoo, Westwood, Cat. Phasm., p. 132, pi. 10, fig. 6 (1859). 
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Hab. Japan—Kumamoto, Amami-Oshima. 

Formosa—Taihoku (VIII, IX), Toyen (IX), Nanto (V), 
Tabo (V), Rantaisan (V), Kayahara (VII), 
Kosempo, Kashoto (IV). 

Assam; Java; China; Borneo; Celebes; Sumatra; Tonking; 
Queensland. 

In Formosa this insect is known as a pest of upland cotton plant. 



Fig. 6( xca. 8) 

A part of the head of 
Sifyloidea ok unit. 


2. Sipyloidea okunii, sp. nov. 

Figs. 6 & 7; PL IX [VI] (Figs. 11 & 12) 

The present species is very characteristic in the non-granulated thorax 
and in the pale pink coloured anal area of the wings. 

9. Olive-green, with the abdomen and legs pale, 
long and slender. Head smooth, rather flat, a little 
broader than the pronotum, parallel-sided; frons more 
or less carinated at the frontal margin, where it is 
narrower than the basal joint of antennae, with a 
deep V-shaped furrow in the middle; occiput not 
specially elevated, with three distinct longitudinal 
sulci, of which the median one extends to the V-shaped 
frontal furrow and the others are conspicuous only 
at the posterior portion; antennal sclerite very 
narrow, not prominently elevated. Eyes moderately 
prominent, oval, narrowed forward; ocelli wanting. Antennae not reaching 
to the anal end, olive-green, gradually paler and brown-coloured toward 
the tip, with one very broad whitish ring near the tip; first joint about H 
times as long as wide, or about 1$ times as long as the second joint; 3rd 
joint long, nearly as long as the first joint. 

Pronotum smooth, about li times as long as wide, the anterior part 
slightly broadened, with the straight transversal sulcus before the middle, 
and with the median longitudinal sulcus distinct and hardly reaching to 
the hind margin. Mesonotum smooth, with the distinct median longitudinal 
carina, about 3i times as long as the pronotum, very slightly broader than 
the pronotum but much broader toward the hind margin; meso- and meta¬ 
pleurae smooth. 

Tegmina long, with the hind margin round, rather regularly re¬ 
ticulated; radial and cubital vein not furcated, median vein not furcated or 
bifurcated; anal veins two. Wings not reaching to the anal end, with non- 
fulcate longitudinal veins and many transversal veins, on the lateral area 
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with two distinct intercalary veins, one in the subcostal area and other in 
the radial area; anal area pale pink coloured. 

Abdomen long and slender; ninth tergite more or less tectate, but the 
apical producing portion flattened, not carinated, only slightly shorter than 
the seventh or longer than the eighth, the apical margin emarginated, with 
the apical lobes which are triangular but rounded at 
the tip; supra-anal plate very small, nearly round, 
not reaching the tip of the apical lobes of the ninth 
tergite; subgenital operculum very slightly navi- 
culated, hardly exceeding the eighth tergite. more 
or less pointed; cerci long, moderately exposed be¬ 
hind, moderately pubescent, compressed but the 
apical, one-third rather depressed and obliquely 
truncated beneath. 

Legs linear, long, without spines or lamellae; 
front femora longer than the head, pronotum and 
mesonotum together, the basal curvature moderate; 
median femora longer than the mesonotum; hind 
femora as long as the front femora; front, median 
and hind tibiae distinctly shorter than the respective femur. 


Length of body 

$ 70.0-73.0 mm. 


„ pronotum 

3.5- 4.00 mm. 


,, mesonotum 

11.5-12.0 mm. 


,, basal tergite 

5.7- 5.8 mm. 


„ 9th tergite 

2.9- 3.1 mm. 


,, subgenital operculum 

6.3- 6.9 mm. 


„ tegmina 

5.4- 5.9 mm. 


„ wings 

36.0-39.0 mm. 


„ front femora 

20.0 mm. 


„ median femora 

13.0-15.0 mm. 


„ hind femora 

19.8 mm. 


Hab, Formosa—Kotosho (IV). Two females and one male 
(destroyed) collected by Mr. T. Okuni. 

Type in the Entomological Museum of the Government Research In¬ 
stitute, Taihoku, Formosa. 



Fig. 7 ( xca. 8) 
Right half of the 
pronotum of Sipylotdea 
okuni i 
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3. Sifyloidea truncata, sp. nov. 

Figs. 8 and 9; PI. IX [VI] (Figs. 7, 8, 9 & 10) ; 

PI. X [VII] (Fig. 3 & 4) 

This species is very distinct in its short legs, the short head, slightly 
granulated pleurae, truncated 9th tergite, etc. 

9. Brownish, with the legs and abdomen pale greenish, rather stout. 
Head very much broader than the pronotum, rather rounded, comparatively 
short, with the lateral sides moderately curved outwards; front at the 
frontal margin nearly as wide as the basal joint of the antennae and 
slightly curved forward, with a rather deep and broad-shaped median 
furrow; antennal sclerite narrow, slightly elevated; occiput moderately 
swollen, with three fine longitudinal sulci, of which the median one extends 
forward, while the lateral ones are very short. Eyes rounded but narrowed 
forward, fully as long as half the lateral length of the head behind the 
eye; ocelli more or less distinct. Antennae distinctly shorter than the 
body; the first joint 11 times as long as the second which is very slightly 
shorter than the third. 


Pronotum smooth, hardly li times as 
long as the width of the posterior area 
where it is parallel-sided, the anterior por¬ 
tion before the transversal sulcus distinctly 
broader than the remaining portion; the 
transversal sulcus situated on the anterior 
one-third, straight; the median longitudinal 
sulcus fine, extending to both the front and 
hind margin. Mesonotum broader than the 
pronotum, gradually broadened behind, four 
times as long as the pronotum, densely 
granulated, with the longitudinal carina 
very distinct; mesopleurae more or less 
granulated. 

Tegmina short, rather truncated be¬ 
hind, the whole sparsely reticulated, pale 
purplish brown, with a pale yellowish green 
longitudinal streak just beneath the elevated 
portion where it is blackish, obtusely pointed 



Fig. 8 ( xca. 8) 

A part of the hea$l of 
Sifyloidea truncata. 


and placed just before the middle. Wings rather short, reaching to the 


middle of the 3rd tergite, paler than the tegmina, with a pale yellowish 
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green longitudinal streak between the dorsal and lateral area, the streak 
being short and not reaching to the middle; anal area slightly infuscated; 
radial vein distinctly bifurcated near the base; median vein single; cubital 
vein bifurcated at the base; transversal veins rather regular. 

Abdomen very much longer than the head and thorax together, 
cylindrical but the apical portion more or less compressed, the least width 
being at the sixth and seventh segments; ninth tergite longer than the 
sixth and seventh tergite, more or less protruding behind, with the apex 
broadly truncated and never sinuated, and with the lateral margin slightly 
sinuated posteriorly; supra-anal plate slightly protruding posteriorly, with 
the apex round; subgenital operculum short, not reaching to the apex of 
the eighth tergite, carinate, pointed; cerci rather short, straight, moderately 
exposed behind. 

Legs short; front femora nearly as long as the mesonotum, with the 
basal section strongly bowed; median femora about § as long as the 

mesonotum; hind femora as long as the meso¬ 
notum; each of the tibiae shorter than the re¬ 
spective femur. 

6. Rather small and linear, paler than in 
the female. Head very much broader than 
the pronotum, distinctly broadened forward, 
smooth; frons at the. apical margin very 
slightly narrower than the basal joint of the 
antennae; occiput less convex than in the 
female; eyes very prominent, comparatively 
large, longer than half the lateral length of 
head behind the eye; ocelli distinct. Antennae 
shorter than the body, brown; first joint 
distinctly longer than the second or as long 
as the third. 

Pronotum as in the female. Mesonotum 
four-times as long as the pronotum, slightly 
narrowed at the middle, granulose and carinate; 

pleurae slightly granulose. 

Tegmina as in the female. Wings long, reaching to the 5th tergite, 
more greenish than in the female, the greenish stripe extending past the 
middle; radial vein not furcated, single. 

Abdomen linear, the least width being at the fifth segment, strongly 
swollen at the anal portion; ninth tergite strongly swollen, conspicuously 



Fig. 9 ( xca. 8) 

Left half of the pronotum of 
SifyloicUa truncata. 
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shorter than the preceding one but as long as the seventh, the apex reflexed 
and its underside distinctly dentate; eighth tergite swollen; about twice as 
long as the seventh, with a fine median longitudinal carina; supra-anal 
plate not visible; subgenital plate enormously swollen, the tip reflexed and 
more or less pointed; eighth sternite nearly as long as the following one, 
or nearly as long as the preceding one, with a distinct median longitudinal 
carina throughout; cerci straight and short, barely protruding behind. 

Legs entirely pale green, excepting the tip of the front femora 
blackish; anterior femora longer than the pro- and mesonotum together 
or the tibiae, the basal curvature being slighter than in the female; median 
femora a little shorter than the mesonotum, or a little longer than the 
tibiae; hind femora a little longer than the front femora or the tibiae. 


Length of body 

„ „ pronotum 

„ „ mesonotum 

„ „ tegmina 

„ wings 

„ „ 9th tergite 

„ „ subgenital plate or 

operculum 
„ „ front femora 

„ „ median femora 

„ „ hind femora 


6 

49.0-54.0 mm. 

2.2- 2.6 mm. 
9.0-10.2 mm. 
3.0- 3.1 mm. 
23.8-26.6 mm. 

1.5- 1.6 mm. 

1.8- 1.9 mm. 
12.4-13.5 mm. 

8.6- 9.8 mm. 
13.0-14.6 mm. 


9 

75.0-93.0 mm. 
3.0- 3.8 mm. 
15.0-18.3 mm. 

4.2- 5.2 mm. 
21.0-24.5 mm. 

3.3- 4.1 mm. 

4.4- 5.0 mm. 
15.0-16.5 mm. 
10.1-11.8 mm. 
14.9-17.2 mm. 


Hab. Formosa—Taihoku (Sozan VII), many males and females, 
collected by Dr. Y. Miwa and Mr. T. Yoshida, feed¬ 
ing on chestnut and cherry trees. 

Types in the Entomoolgical Museum of the Government Research 
Institute, Taihoku, Formosa. 
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Explanation of the plates 

All figures are enlarged ( x ca. 3.6, except of Plate X [VII]) 

S A = Supra-anal plate ; C = Cercus ; O = Operculum ; 

SG = Subgenital plate ; OV = Ovipositor j P = Penis; 

ME = Median elevation of the 6th sternite. 

Plate IV [I]. 

Fig. 1. Anal segments of Baculum formosanum 9 (Lateral view). 
Fig. 2. Dorsal view of the above. 

Fig. 3. Anal segments of Baculum granulatus 9 (Lateral view). 
Fig. 4. Dorsal view of the above. 

Fig. 5. Anal segments of Entoria ishigakiensis 9 (Lateral view). 

Fig. 6. Anal segments of Entoria ishigakiensis & (Lateral view). 

Plate V [II]. 

Fig. 1 . Anal segments of Entoria koshunensts 9 (Lateral view’). 

Fig. 2. Dorsal view* of the above. 

Fig. 3. Anal segments of Entoria okinawaensis 9 (Lateral view). 

Fig. 4. Anal segments of Entoria koshunensts 5 (Lateral view). 

Fig. 5. Anal segments of Entoria miyakoensis £> (Lateral view). 

Fig. 6. Anal segments of Entoria banshoryocnsis (Lateral view). 
Fig. 7. Dorsal view of the above. 

Fig. 8. Anal segments of Entoria taihokuensis 9 (Lateral view). 
Fig. 9. Dorsal view of the above. 

Plate VI [III]. 

Fig. 1. Anal segments of Entoria shtnchikuensis 9 (Lateral view). 
Fig. 2. Ninth te;gite of Entoria shtnchikuensis 9 (Dorsal view*). 
Fig. 3. liasal part of the antenna of Entoria shtnchikuensis 9 
(Dorsal viewr). 

Fig. 4. Anal segments of Entoria kiirunensis 9 (lateral view). 
Fig. 5. Ninth tergite of Entoria kiirunensis 9 (Dorsal view). 

Fig. 6. Anal segments of Entoria kiirunensis (Lateral view’). 
Fig. 7. Anal segments of Entoria nagoensis 9 (lateral view). 

Fig. 8. Ninth tergite of Entoria nagoensis 9 (Lateral view). 

Fig. 9. Anal segments of Entoria formosana & (Lateral view). 

Fig. 10. Anal segments of Entoria takaoensis 9 (Lateral view). 

Plate VII [IV]. 

Fig. 1. Anal segments of Entoria domonensis 9 (Lateral view). 
Fig. 2. Anal segments of Entoria taitoensis 9 (Lateral view). 

Fig. 3. Anal segments of Entoria taitoensis £ (Lateral view). 

Fig. 4. Anal segments of Entoria longiopercula 9 (Lateral view'). 
Fig. 5. Ninth tergite of Entoria longiopercula 9* (Dorsal view). 
Fig. 6. Anal segments of Phraortes formosanus 9 (Lateral view’). 
Fig. 7. Anal end of Phraortes formosanus 9 (Dorsal view’). 

Fig. 8. End of the operculum of Phraortes formosanus 9 (Ventral 
view). 

Fig. 9. Anal segments of Phraortes formosanus £ (Lateral view). 
Fig. 10, Ninth tergite of Phraortes formosanus £ (Dorsal view). 
Fig. 11. Anal segments of Phraortes formosanus £ (Ventral vi^w). 
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Plate VIII [V]. 

Fig. 1 . Anal segments of Phaortes koyasanensis 9 (Lateral view). 
Fig. 2 . Anal segments of Phraortes kumamotoensis 9 (Lateral 
view). 

Fig. 3. Anal end of Phraortes kumamotensis 9 (Dorsal view). 
Fig. 4. Anal segments of Phraortes kumamotoensis $ (Lateral 
view). 

Fig. 5. Ninth tergite of Phraortes kumamotoensis £ (Dorsal view). 
Fig. 6. Anal end of Phraortes kumamotoensis $ (Ventral view). 
Fig. 7. Anal segments of Phraortes miyakoensis 9 (Lateral view). 
Fig. 8. Sixth sternite of Phraortes miyakoensis 9 (Ventral view). 
Fig. 9. Anal segments of Phraortes miyakoensis 5 (Lateral view). 
Fig. 10. Ninth tergite of Phraortes miyakoensis 5 (Dorsal view). 
Fig. 11. Anal end of Phraortes miyakoensis £ (Ventral view). 

Fig. 12. Anal segments of Micadina rotundata 9 (Lateral view). 
Fig. 13. Anal segments of Micadina rotundata $ (Lateral view). 
Fig. 14. Ninth tergite of Mtcadina rotundata 9 (Dorsal view). 

Fig. 15. Anal segments of Micadina yasurnatsui 9 (Lateral view). 
Fig. 16. Anal end of Micadina yasumatsui 9 (Dorsal view). 

Plate IX fVI]. 

Fig. 1 . Anal segments of Micadina sonani 9 (Lateral view). 

F’ig. 2 . Anal segments of Micadina sonani 5 (Lateral view). 

Fig. 3. Ninth tergite and cerci of Micadina sonani 5 (Dorsal 

view). 

Fig. 4. Anal segments of Trachythorax 6-punctatus 9 (Lateral 

view) . 

Fig. 5. Anal segments of Trachythorax 6-punctatus 9 (Ventral 
view). 

Fig. 6. Ninth tergite of Trachythorax 6-punctatus 9 (Dorsal 
view). 

Fig. 7. Anal segments of Sipyloidea tr uncat a 9 (Lateral view). 
Fig. 8. Anal end of Sipyloidea truncata 9 (Dorsal view). 

Fig. 9. Anal segments of Sipyloidea truncata 5 (Lateral view). 
Fig. 10. Ninth tergite of Sipyloidea truncata 5 (Dorsal view). 

Fig. 11 . Anal segments of Sipyloidea okunii 9 (Lateral view). 

Fig. 12. Anal end of Sipyloidea okunii 9 (Dorsal view). 

Plate X [VII]. 

Fig. 1 . Micadina rotundata £. 

Fig. 2. Micadina rotundata 9 * 

Fig. 3. Sipyloidea truncata 5 • 

Fig. 4. Sipyloidea truncata 9 • 

Fig. 5. Megacrania tsudai SHIRAKI 9, 
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For several years I have been working on the respiration of 
Branchiura sowerbyi. I will treat it here briefly, as some conclusions 
can be drawn from the data, and also it is a step toward further 
.study. 
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Localization of external respiration— Put a specimen of Bran • 
chiura in a slide and cover with a diluted solution of phenol red, 
as has been proposed by Fox" for the measurement of respiratory 
intensity of small aquatic animals. There occurs a. colour change of 
the phenol-red from red to yellow. The area of colour change is more 
extensive at the branchial portion then at the head, and less at the 
middle portion of the body- 

It is reported by Okada 23 that there is a great difference of re¬ 
spiratory intensity between the fore and hind parts of the body by using 
the van Slyke method. But, only slight differences between the three 
dismembered portions of the body have been proved by the Warburg- 
Barcroft manometer method 15 . In order to explain this discrepancy 
of results, the area of body-surface at the fore and hind parts of 
body are calculated, resulting in the even distribution of body-surface 
at two portions. 

Moreover, when the manometer is left at rest, except for the 
equilibrium before reading, in my case, there can be seen a definite 
axial gradient of respiratory exchanges in three portions of body. 
Then, we may conclude that the respiratory intesity of Branchiura 
in three portions of the body have different values owing to the 
amount of water which comes into contact with them. In the field, 
however, the animal lives in mud and inserts his branchial portion 
into water oscillating to and fro, and the branchial portion seems to 
be the main region of respiratory exchanges. 

Effect of temperature on the oscillatory movement—A speci¬ 
men is placed in a narrow glass tube with mud, cemented on a glass 
plate perpendicularly. In a mean-time the animal projects its tail and 
begins to oscillate. This movement has its pace-maker at the tail end 
and propagates postero-anteriorily. The temperature was changed 
from 33°C to KTC, starting at room temperature 23"C. Below 10"C 
the animal retracts completely into the mud and observations cannot 
be made. The limit of low temperature depends on the temperature, 
to which the specimens are adapted previously. To give time 
for temperature equilibration, 15 minutes are allowed before reading. 
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The temperature constant, A (see page 94) is calculated for twelve 
individual experiments. The mean value is 5.7x10’, and below 
critical temperature, 18-17’C, 8.1 x 10’. These data have been frequent¬ 
ly reported in the phenomena concerning oxidative processes, and give 
one evidence that this oscillation is a respiratory movement. 

Effect of temperature on the oxygen consumption and R. Q.- 
The respiratory exchanges of Branchiura sowerbyi are measured at 
35’, 30', 25", 20’, 15', and 10’C with a Barcroft-Warburg manometer, 
as in all other experiments in this paper except especially explained. 
The procedure is essentially the same as in the previous article 1 ’. 
The test medium is usually 2cc. and five specimens, weighing from 
0.12 gm. to 0.17 gm„ in total, are immersed. In this section, the ex¬ 
periment is started after the immersion of the specimens in the test 
temperature for 30 minutes previously. 

The medium used has following components; NaCl 45/1000M; 
KC1 3/1000 M ; CaCl, 5,1000 M; pH of the medium is nearly 6.8 with 
phosphate buffer, 10 ! M. This medium is used as a control medium 
throughout the experiments of this article. 

The results of experiments are summarized in table 1. Each 
datum, excepting for 35 C is the mean value of more than 10 ex¬ 
periments. 


TABLE 1. 

Effect of temperature on the respiration. Measurements for 30°C were done at 
the room temperature of about 25°C; all others at 17-20°C. R.Q. here indicated is the 
mean value of R. Q. for all individual experiments. 


Temperature 

02 consumption 
per hour per gm. 

CO: out put 
per hour per gm. 

R. Q. 

35° C 

0.700 cc. 

0.580 cc. 

0.83 t 0.004 

30°.0 

0.50710.008 

0.400 

0.79 1 0.008 

25\0 

0.31010.006 

0.236 

0.76 r 0.008 

20\0 

0.225 1 0.004 

0.176 

0.77 i 0.020 

15°.0 

0.177 i 0.005 

0.129 

0.73 10.009 

10°.0 

0.11110.001 

0.074 

0.69 L0019 


It is interesting to note that there is a general tendency to 
decrease the respiratory quotient with the decrease of temperature. 
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Such decreases of the R.Q. in lower temperatures may be caused by 
(1) the change of oxidizing substances, directly or indirectly, by tem¬ 
perature changes; (2) the change of mechanism of the oxidation- 
reduction system at different temperatures; and (3) the change of rate 
of diffusion for oxygen and carbon-dioxide. The third reason is 
partly regulated in these cases, owing to the method employed, the C02 
of tissues may be driven out at the end of the measurement, and the 
specimen is kept at the test temperature for more than 30 minutes 
before the experiment to obtain the equilibria of gases. 

The logarithms of oxygen consumption, C02 out-put and R.Q. are 
plotted against the logarithm of absolute temperature, and they are 
found satisfactorily on a strait line respectively. Then the values of 
A in Arrhenius’ formula, (Yamamoto 23 ) 

fc/fx-e MUTt-vr,) 

where f t and f 2 are the values at absolute temperature T t and T a ), 
are calculated from the data of Table 1. Their values turned out 
6.6 x 10’ for O a consumption, 7.4 x 10’ for C02 out put and 0.67 x 10’ 
for R. Q., respectively. As has been treated by Tang 55 the A for 
R. Q. is equal to the value substracted A for 0 2 from that for 
C02. 

Results of several authors on the effect of temperature oh R. Q. 
are not consistent with each other. In some cases the R. Q. in¬ 
creased or remained constant with the decrease of temperature (Bele- 
hradek, 5 Crescitelli 7 ) while in many others it decreased with a 
decrease of temperature (Kleinman 20 ). Yamamoto, A.® reported the 
maximum R. Q. value at 25’C. for Aspergillus niger between 15°C 
and 35’C. Baudin’s 4 data, however, gave the minimum value of R. 
Q. 0.75 at 15°C for Carassius and it increased linearly against tem¬ 
perature towards equally above and below of 15 C. reaching 1.2 at 
30’C and 0.93 at 7’C. The same relations also found for Cottus 
bulalis. 

The temperature constant A of data from literature have fairly 
different values and no special values could be found worth mention- 
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mg. Although these results may suggest the multiple reactions con¬ 
cerned with R. Q. changes, we are better to delay our conclusion 
until sufficient accumulation of data. 

Effect of oxygen pressure.—Five animals, weighing about 0.13 
gm., are kept in five cc. of tap water at 25°C in a respiratory cham¬ 
ber, a 5 cc. syringe. Oxygen contents of the medium is measured by 
Winkler’s method (Kawaguti 16 ). The results of several experiments 
are summarized in figure 1, which shows that the oxygen consumption 
remained constant until the oxygen pressure of the medium decreased 
into 1/6 of saturation pressure, that is, about 0.8 cc. per litre. Below 
that pressure the oxygen consumption decreased very rapidly. The 
animal lives very well even at the end of 4 hours experiment. Such 
relations of oxygen pressure on the oxygen consumption have been 
reported by Dausend’ and Harnisch 12 in Tubifex. 

In the manometric method, even at about 3?» (20 mmHg) of 
oxygen in air there occurred no significant change in the oxygen 
consumption and R. Q. Such discrepancy in both experiments, 
the Winkler method and the Warburg method, is caused by the 
differences of capacity of oxygen in these experimental systems. 

Anaerobiosis—The air of Warburg-Barcroft’s apparatus is driven 
out by nitrogen gas, then 0.5 cc of CrCl 2 -solution is poured into a 
side chamber. About 20 minutes’ shake is sufficient to obtain the 
ahaerobic conditions. The reading of the manometer is followed for 
5 hours or more. In such anaerobic conditions the animal body turns 
pale in colour but the disintegration does not take place. This shows 
that the disintegration is the result of the oxidation of living matter. 
The anaerobic C02 production continues for 3 hours in a same rate 
and decreases later. An actual C02 production during this period is 
read 61 x 10~ s cc. per hour per gm. at 25°C. in one case. 

Effect of osmotic pressure—Respiratory exchanges are measured 
in the solutions of three parts, two parts, one part and one half part 
‘of salt concentrations of the control medium, (A. M.) (page 93) without 
changing the relative salt-contents. The results at 30.0°C are sum¬ 
marized in the following table. 
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Media 

02 consumption 
per hour per gra. 

R.Q 

3XA.M. 

0.473 cc. 

0.94 

2XA.M. 

0.538 

0.88 

1XA.M. 

0.515 

0.79 

1/2XA.M. 

0.514 

0.76 

Distilled water 

0.405 

0.78 


Each datum is the mean 
value of experiments from 5 
to 8. In hypertonic solutions 
especially in 3 x A.M. the 
animal cuts its body at 
several parts without dis¬ 
integrating itself into minute 
fragments and the blood 
diffuses out. R.Q. increases 
with the increase of salt 
concentrations. In strong 
hypertonic solution the 
oxygen consumption de¬ 
creases significantly and the 
R.Q. increases. This may 
be caused by the death of 
the animal. In 2 x A.M. 
there occurs sometimes a 
slight leakage of blood but 
not the killing of the 
specimen. Both oxygen consumption and R.Q. increase significantly. 
From these data we can see that the control medium increases the 
respiratory intensity but does not alter the mechanism in comparison 
with the distilled water. In hypertonic solutions respiratory mechanism 
is changed significantly. The first is a chemical effect and the second 
is an osmotic effect on the respiration. 

Schueper 2 * reviewed well and discussed the energy expenditure 
for osmoregulation. In many works the oxygen comsumption is taken 



Fig. 1. 

Relations between the oxygen consump¬ 
tion and duration of experiment. 
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as an indicator. But it is more reasonable to attack the problem 
from quantity and quality factors, that is, oxygen consumption, CO, 
out put and R.Q. 

Schlieper remarked especially on the case in which the oxygen 
consumption increases or remains constant when the osmotic pressure 
of external medium is decreased. There are some evidences, however, 
for fresh-water animals, that show a decreased respiratory intensity 
in diluted media or distilled water (Duryee 10 ; Kawaguti 17 ). Such 
differences may depend partly on the differences of mechanism 
between sea water and fresh water animals, and partly on the 
adaptation problem. 

Effect of pH—Some experiments on the effect of pH have been 
made by distilled water regulating pH by HC1 or NaOH, excepting for 
pH 6.0 and 8.0, where phosphate buffers are added. The results are sum¬ 
marized in table 3. Each datum shows the mean value of several experi¬ 
ments. These figures show that the pH range of this animal seems to 
be found at pH 5-9. Although disintegration caused a shift of R.Q. in 
both high and low pH, it is less remarkable in alkaline solution. 

Further experiments have been made by buffered balanced media. 
Buffers of the control medium (page 93) have been changed by acetate- 
acetic, phosphate, or boric acid-KCl-NaOH buffers. 10 cc. of mixture 
from M/5 components is contained in one litre of an experimental 
medium. pH values tabulated in table 4 are measured against a 
hydrogen electrode. In such concentrations used in this experiment, 
their components of buffer solutions have no significant effects on 
respiration as shown in tables 5 and 6. 

Table 4 indicates tnat (1) increase of pH from neutrality increases 
oxygen consumption and R.Q., (2) decrease of pH has no fundamental 
effect on oxygen consumption but R.Q. increases markedly more than 
in alkaline solution. Such differences in the change of R.Q., by the 
pH change, might be caused by the accumulation of C0 3 in medium 
'during the experiment. Alkaline solution has high CO, content and 
may resist the diffusion of CO, from the body surface. Acidic 
solution is vice versa. The increases of R.Q. in high alkalinity and 
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acidity may be partly caused by the toxicity, as already mentioned 
in previous sections. 

Hemoglobin may be considered as a representative in respiratory 
mechanism and its oxidation-reduction potential decreases with the 
increase of pH as is given in figure 9. That is, the reduced hemog¬ 
lobin is more easily oxidized in high pH. This relation also can 
been seen in the effect of pH on the oxygen dissociation curve of 
hemoglobin, that is, oxygenation is increased in alkaline solution 
(ref. Barcroft 3 ). These facts may be applicable to other factors of 
respiratory mechanism and will be used partly for the explanation 
of the effect of pH on oxygen consumption. 

According to Aschbel 2 oxygen consumption in sea-urchin eggs 
increased towards pH 4, which is an isoelectric point, and decreased by 
further increase of H-ion. Tang 26 reported that in alkaline solutions, 
such as boric acid-KCl-NaOH buffer, Saccharomyces showed minimum 
oxygen consumption at the isoelectric point, pH 7.8. The isoelectric 
point of hemoglobin is found at near neutrality and Tang’s idea seems 
to be applicable in my case, but the mechanism is not clear. 

Hyman 14 reported that Plamria consumed less oxygen in acidified 
natural water, and considered that it was caused by the increase of 
free C0 2 in the medium. Anderson 1 showed an increased oxygen 
consumption in the same animal when pH of the medium had been 
increased to 7.6-9.2 by NaOH or NH 4 OH. 

TABLE 3. 

Effect of pH on the respiration. Temperature 25.0°C. pH determined colorimetrically. 


PH 

Ox consumption per 
hour per gm. 

R. Q. 

Disintegration 

S3 

0230 cc. 

Ill 

V 

42 

0-299 

0-85 

III 

60 

0343 

086 

I 

8-0 

0327 

087 

II 

95 

0317 

053 

III 

16.5 

0171 

090 

VI 
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TABLE 4. 

Effect of pH on the respiration 


pH 

Nature of buffer 

Of consumption per 
hour per gm. 

R. Q. Disintegration 

4.17 

Na* acetate* 

Acetic acid 

0.225 cc 

IV 

z small sample 

417 

ft 

0.334 

0.98 

n 

500 

ft ft 

0.330 

0.82 

No. 

600 

Phosphate 

0.360 

0.74 

No. 

680 

M ft 

0.331 

0.76 

No. 

803 

Boric acid KC1* 
NaOH 

0.345 

0.83 

No. 

936 

ft ft 

0.374 

0.79 

No. 

10.15 

ft ft 

0.400 

0.86 

II 


Effect of cations* - Effect of cations have been followed with 
different chlorides at 25’±0.02 C, which results are summarized in 
Table 5 and figures 2 and 3. 

In NaCl oxygen consumption reaches its minimum at N'32 and 
increases markedly in hypertonic solution and slightly in more 
hypotonic solution. R.Q. decreases gradually with the increase of 
concentration. The oxygen consumption in LiCl records its maximum 
value at N/16 and decreases in further increase of concentration. 
R.Q. increases slightly in higher concentrations. In KC1 and NH 4 CI 
both oxygen consumption and R.Q. increase markedly with the 
increase of concentration. 

The oxygen consumption in Ca-, Mg-, and Mn- chlorides have 
maximum values at M/32 and rapidly decrease in more concentrated 
solutions, owing to the killing effect of ions. Such maximum point 
may be determined by the duration of experiments and length of 
life in the medium. It is interesting to note that such maximum 
concentration appears at M/16 in LiCl. This fact also suggests the 
osmotic effects. R.Q. remains constant in CaCl 2 , but increases in 
MgCl a and MnCl 2 with the increase of the concentration. 

The results are not sufficiently compared with a certain concen- 

*A Part of this section was read at the meeting of tne Japanese Association for 
the Advancement of Science at Taihoku, 1934, and published in the proceedings 
(in Japanese) May, 1935. 
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tration of chlorides for the following reasons. (1) Owing to the 
differences of toxicity of salts the actual process of oxygen consumption 
is not constant for every kind of salts during the whole experiment 
as is shown in figure 2. And the oxygen consumption here tabulated 
is calculated from a total sum and duration of the experiment. (2) 
R.Q. changes during disintegration. 19 

However, in considering such points, Fig. 3 shows some interesting 
facts. In 10' 3 M solutions, most of the heavy metal chlorides induce 
the decreased oxygen consumption and increased R.Q., probably by 
the killing effect of solutions. 

SnCl 2 exceptionally decreases R.Q. This might be caused by 
the reducing nature of the solution, whereas FeCl 3 increases R.Q. 
and decreases oxygen consumption. 

In less toxic mono-valent salts, R.Q. usually increases considerably, 
and for the effects on the oxygen consumption the following order 
can be seen, Li<Na<K,NH,. 

This is the well known Hofmeister’s or lyotropic series. What 
is the meaning? Respiration would partly be concerned with the 
coagulation or solution ol the living matter. Another clue may be 
given by the effect of such salt on the oxygen dissociation curve or 
on the oxidation-reduction potential of hemoglobin or other such 
members concerning respiration. But unfortunately we have only 
few data. 

MgCl 2 and CaCl 2 have decreased oxygen consumption, but CaCl 2 
has the largest decrease. MnCl 2 decreases oxygen consumption and 
increases R.Q. Such effect might be caused partly by narcotic 
influence, though the mechanism is unknown, partly by the formation 
of Mn(OH) 2 in the animal body or at the respiratory surface. This 
substance modifies the respiratory process or it absorbs the oxygen 
which will be conveyed to the system from the external medium. 
SrCl 2 increases markedly both the oxygen consumption and R.Q. 

Some attempts have been made to explain the effect of neutral 
salts on oxygen consumption (Hess 19 ) and R.Q. (Kawaguti 17 ). 

Dickens and Greville 9 found lyotropic series of cation for the 
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oxygen consumption of brain tissue, Mg<Li.Na<K,Rb,Cs, (0.1M 
chlorides) and considered that such effects of neutral salts are ascribed 
to changes in the colloidal state of the protoplasm. 

Okabe 22 reported that the displacement of 1/100 or 1/1000 parts 
of NaCl in Ringer solution with BaCl 2 and SrCl 2 caused the depression 
of respiration and acceleration of glycolysis in the cortical tissue of a 
rabbit. 


TABLE 5. 

Effect of chlorides at 25±0.02°C. Each datum is the mean value from several 
experiments. Each solution contains 10~ 3 M phosphate buffer; the same amount of 
control medium. The last column shows the state of the animal at the end of the 
experiment. The whole course of disintegration is divided into six stages from I to 
VI (detail is given in KAWAGUTI n ). Duration of experiment is one hour, if not 
especially noted; 2/3, is 2 3 hour. 

•In these cases the measurement has been made primary in distilled water with 
phosphate buffer for 30 minutes, then concentrated chloride is poured from the side 
chamber to the experimental fluid, and final concentration thus obtained is indicated. 
CO’ production is computed by the reduction of total CO» output until the pouring of 
experimental fluid, by taking R.Q. in distilled water as has been indicated in this table. 
In some cases, where solution has high H-ion concentration, for example, ZnCl» and 
SnCl.* white precipitate appears and the consequent concentrations will be reduced 
from indicated values. 


Chlorides 

Concentration 

0„‘ consumption cc 
per hour per gm. 

R. Q. 

Disintegration 
& remarks. 

NaCI 

M 8 

0.403 cc. 

0.70 

IV or V. 2 3 

»» 

M 16 

0.306 

0.76 


tt 

M/32 

0288 

0.82 


tt 

M 64 

0.316 

0.79 


« 

10-3M 

0.328 

0,81 


LiCl 

M 8 

0.316 cc. 

0.83 

Narcotized 

» 

M, 16 

0.353 

0.84 

III 

tt 

M32 

0.313 

0.82 


n 

M 64 

0.304 

0.83 


99 

10-3M 

0.311 

0.80 


KC1 

Mj 128 

0.376 cc 

0.90 

V. 2/3 

99 

M/128 x 12 

0.372 

0.83 

IV. 2.3 

99 

M; 128X1/4 

0.308 

0.82 

II 

99 

10-3M 

0.304 

0.82 


NH,C1 

M/32 

0.397 cc. 

0.95 

V. 2/3 

tt 

M/64 

0.372 

0.79^?) 

IV. 2,a 

« 

M,128 

0.327 

086 

IV 
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Chlorides 

Concentration 

Ot consumption cc. 
per hour per gm. 

NH 4 CI 

M/256 

0.310 

n 

10-3M 

0.340 

CaCIs 

M /8 

0.292 cc. 

tt 

M/16 

0.297 

tt 

M/32 

0.326 

tt 

10-3M 

0.265 


MgCl* 

M /8 

0226 cc, 

tt 

M/16 

0292 

ft 

M/32 

0.351 

tt 

M/64 

0.320 

ft 

10-3M 

0.309 

MnCb 

M/16 

0238 

1 * 

M/32 

0.303 

tt 

10-3M 

0274 

CoCl* 

10“ 2 M 

0.390 

M tt 

10-3M 

0.319 

NiCl» 

10“ 2 M 

0.352 

»» t» 

10“ 3 M 

0.355 

Sr Cl* 

10“ 2 M 

0.525 

tt tt 

10“3M 

0.494 

BaCb 

10“ 3 M 

0291 

•» »» 

10-5M 

0.367 

FeCl ;J 

10“ 3 M 

0255 

tt tt 

10“ 6 M 

0235 

FeCl» 

10“3M 

0.385 

tt n 

10” 4 M 

0239 

CuQ 2 

10“3M 

0.309 

tt tt 

10“ 4 M 

0.376 

CdCh 

10-3M 

0.309 

tt a 

10" 4 M 

0.330 

ZnCl* 

10”3M 

0.322 

SnCl* 

10”3M 

0.305 

tt it 

10“ 4 M 

0256 

HgCl* 

10-3M 

0243 

tt tt 

10" 4 M 

0265 

Distilled water (phosphate 
buffer 10-3M) . 

0229 

Distilled water (phosphate 
buffer 10“ 2 M) 

0278 


R. Q. Remarks. 


0.84 

0.90 

0.80 

0.80 

0.81 

0.80 

0.88 

0.84 

0.89 

0.86 

0.81 

0.88 

0.82 

0.84 

0.82 

0.90 

0.90 

088 

0.92 

0.92 

1.05 

0.88 

0.95 

0.76 

0.91 

0.83 

0.94 

0.66 

1.21 

0.74 

0.99 

0.61 

0.78 

0.87 

1.01 


II 

III 


V 2/3 
IV 2/3 
IV 2/3 
IV 
II 

No. Narcotized 


IV 

I 

V 50 minutes. 

V 
IV 
III 

•VI dark cytolysis 2 ,3 

II. 

*VI. Dark cytl. 

I. 

•I 

II 
*V. 

IV. 

•V. 

V. 

•V 

•V. 

III. 

•VI. dark cytl. 

VI. * 


0.75 No. 


0.79 No. 
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Fig. 2. 

Examples of single measurement for chlorides, 10 3 M. All measure¬ 
ments started at 0 of the oxygen consumption. 

Effects of anions— Results of experiments with sodium salts 
have been summarized in table 6. NaF, NaCl, NaBr, and Nal have 
similar effects. In diluted solutions oxygen consumption has normal 
value and R.Q. increases significantly. In 10 _a M the order of oxygen 
consumption is F<Cl<Br<I, and for R.Q. it is Cl<Br<I<F. 
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Fig. 3. 

Effect of chlorides on the oxygen consumption and R.Q., plotted 
against the atomic number of cation. NHi is plotted at 9. 

Such orders can be explained from the chemical nature of ions and 
the special action of fluoride on the fermentation. 

Na-ferrocyanide decreases oxygen consumption and increases 
R.Q. A similar effect has been observed in NaaSjOj. These might be 
caused by the reducing nature of these substances, in contrast with 
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Fig. 4. 

Effect of different concentration of neutral salts on the oxygen con' 
sumption and R.Q. 


the effect of FeCl,. My previous work has failed to show such 
relations of oxidizing and reducing agents upon respiration. 

The specimen in sulfonate shows a slight narcotic effect as in 
MnCl 2 , 0 2 consumption decreases and R.Q. increases. NaCN decreases 
0 2 consumption and increases R.Q. The C0 2 measurement of this 
method is not sufficient for NaSH, but in a diluted solution, R.Q. is 
calculated, and very low value is obtained. 

In acetate, lactate, oxalate, tartrate, and citrate we can recognise 
somewhat regular relations. R.Q. increased linearly with the increase 
of the molecular weight of chemicals. The same relation is observed 
in LiCl, NaCl, and KC1. For these substances having no special actions 
xjn respiratory systems the increase of molecular weight induces the 
increase of R.Q. 

It is very regrettable that the specific action of some chemicals 
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for respiratory process must be accepted by the present available 
data. 


TABLE 6. 

Effect of Na-salts at 25°C±002°. Duration of experiment is one hour excepting 
the cases specially indicated. Further notice is the same in table 5. 


Chemicals 

Concentration 

Ol* consumption cc. 
per hour per gm. 

R. Q. 

Remarks 

NaF 

10“ 2 M 

0.308 cc. 

0.98 

III 

M t» 

10-3M 

0.307 

0.85 

II 

NaBr 

10 -2M 

0.318 

0.82 

IV 

tt ft 

10 “ 3 M 

0.296 

0.86 

III 

Nal 

10 - 2 M 

0.387 

0.92 

V 

»* tt 

10“3M 

0.317 

0.85 

IV 

NalO* 

10 -2 M 

0.310 

1.01 

V 

tt 

10“3M 

0.310 

0.75 

III 

NaNO ; $ 

10-2M 

0.329 



»t tt 

10-3M 

0.282 

0.88 

III 

Na*S0 4 

10- 2 M 

0.287 

0.97 

III narcotized 

91 99 

10-3M 

0.282 

0.90 

II. 

Na*Ferrocyanide 10“ 2 M 

0.293 

0.99 

V 

tt t 

10 “ 3 m 

0292 

0.86 

III 

NaSH 

10-2M 

0.861 


40 minutes. 

>t tt 

10-3M 

0.406 

0.56 

Ill 

Na-silicate 

10-3M 

0.100 

126 

VI 40 min. 

ft tt t» 

10” 4 M 

0282 

0.82 

V 

NaSCN 

10-2M 

0.353 

0.69 

I 

»t tt >t 

10-3M 

0.341 

0.79 

II 

Naj^O:* 

10-2M 

0.329 

0.79 

some materials 
show reversal of 


10-3M 

0287 

0.88 

I. disintegration 

NaCN 

10-3M 

0.158 

0.94 

IV 

tt tt 

10" 4 M 

0259 

0.95 

II 

Na-acetate 

10-»M 

0.291 

0,76 

II 

tt t* 

10 ^M 

0200 

0.80 

I 

Na-lactate 

10-2M 

0.322 

021 

m 

tt tt 

10“ 3 M 

0.323 

0.83 

II 

Na*oxalate 

10-2M 

0263 

1.06 

IV 

tt tt 

10" 3 M 

0289 

027 

II 

Na*tartrate 

10-2M 

0221 

027 

IV * 

9* ft 

10-3M 

0299 

0.92 

II 

Na-citrate 

10 - *M 

0285 

0.96 

V 

M f* 

10-»M 

0245 

1.01 

V 
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The order of oxygen consumption in 10" 3 M is found as 
lactate<acetate<tartrate<oxalate<citrate. 

Most agents having narcotic effect (in general not only nervous) 
decrease oxygen consumption and increase R.Q. This suggests that 
the narcotic agents affect chiefly the oxidase system and not the 
dehydrogenase system. 

Limit of reduction potential of intact animals is measured by 
using Thunberg’s tube. Two cc of distilled water with phosphate 
buffer pH 6.8 is taken into the tube and one or two drops of 10 3 M 
dye solution are added. About a gram of the animal specimen is used 
at a time. The air is driven out by an oil pump for 1.5 minutes and 
the time for decoloration is measured at 27 C. At the end of the 
experiment the stopper is open. After shaking, the colour changes are 
observed. The results are as follows. 


Dye 

Lauth violet 
Methylene blue 
Indigotetrasulfonate 
Indigotrisulfonate 
Indigodisulfonate 
Nile blue 
Janus green 
Safranin 
Neutral red 


TABLE 7. 
Reduction 
5 min. Complete 
10 min. Complete 
4 hours, very slight 
4 hours, very slight 
4 hours no. turns green 
20 min. slight 
No. 

No. 

20 min. half-reduction 


Reoxidation 

Coloured 

Coloured 


No recover. 


In some cases, as is shown in table 7, probably in well permeable 
dyes such as neutral red, the dye is decolored without accompanying 
the colour changes at reoxidation. This may be caused by the 
absorption of dyes by the body tissues. In non permeable dyes 
reduction is not visible. But in a long delayed experiment there 
occurs a slight reduction. 

Although the method has several weak points open for criticism, 
table 7 shows that the limit of anaerobic potential of an intact 
Branchiura lies near or up to that of Mile blue, that is, -0.12 volts. 
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While the limit of aerobic reduction potential is read from the note 
in my previous werk 18 on the effect of oxidation-redcution potential 
indicators on the respiration. Phenol blue and the dyes having 
higher Eo than phenol blue are decolored in the aerobic condition by 
Branchiura. Thus the limit of the reduction potential decreases 
from aerobic to anaerobic conditions for a considerable range. 

As has been discussed by Machlis and Green 81 the aerobic 
potential may be the potential of the system in the dynamic state, and 
it will depend on the potential of the respiratory system and the 
velocity of respiration. The actual potential of Branchiura hemoglobin 
is found to 0.210 volt at 20 C, pH 6.78 (see p. 112). It corresponds 
to the aerobic potential. Now, it will be concluded that the aerobic 
potential of the animal is determined by the strong “buffering 
capacity ” for the oxidation-reduction potential of hemoglobin. In 
anaerobic conditions the limit of reduction potential is not directly 
concerned with the hemoglobin but with the potential of actually 
reducing substances of tissues. 

Respiratory pigment— Spectrographical studies—The preliminary 
observation of the absorption spectrum of respiratory pigment in an 
intact animal is made by a micro-spectroscope from Zeiss, in order 
to verify the method of preparation for further study. There are 
two distinct absorption bands and one obscure band in the range of 
short wave length. The ranges of the absorption bands are 585- 
565 for a band and 550-530 w for band and their maxima are 
found at 575 ftp and 540 w respectively. 

Further study has been made by the wave-length spectroscope 
from the Institute of Physical and Chemical Research, Tokyo. Blood 
pigment is located in plasma as in other annelids, and it is very 
difficult to obtain sufficient blood directly from vessels as the material 
is very small. The specimens are washed well with distilled water 
and the water tipped away by ' filter paper. Several grams of 
materials are brought into a test tube and cir. 2N NaCl is 
poured. Then the specimen is cut into several pieces and the blood 
diffuses out into the medium. Supernatant solution is separated 
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and centrifuged. Hemoglobin solution thus obtained is used as a 
sample. 

A modified Baly tube is used as a container of the sample for 
spectrography. (Fig. 5) In 
figure 5, 1 is a tube of 5cc 
capacity, made of an ordinary 
injection syringe, 2 is a 10 cc 
syringe which serves as a 
sealed movable reservoir, 3 is 
a gum tubing. For critical 
work it is better to use a three 
way stopper instead of gum 
tubing. When a reducing 
agent is required, it is injected 
through the upper part of the 
gum tubing 3, and after 
manipulation, 2 is inserted 
further into 3 in order to pro¬ 
tect the pierced gum tubing. 

The wave-length of the absorption band is read directly or photo¬ 
graphically, an example of which, with that of reduced hemoglobin 
are shown in Fig. 6. The data read for oxyhemoglobin are as 
follows; Maximum intensity for « band and ,3 band are 5760A and 
5402A respectively. Minimum intensity between « and ,3 is found at 
5587A. Absorption ratio a/,3 is 0.90. The reduced hemoglobin has 
a large band between 5800-5400A. It has two peaks slightly separat¬ 
ed, their maxima appear at 5672A and 5462A. 

From these data we can conclude that the blood pigment of 
Branchiura is a hemoglobin quite similar to that of Arenicola which 
was reported by Vles 77 . Recently Kobayashi ?1 reported similar 
hemoglobin from Japanese earthworms, Pheretima communissima and 
P. hilgcndorfi , and discussions on the various types of hemoglobin 
have been reported. 

Oxygen dissociation curve - An oxygen dissociation curve is 
obtained spectrographically. Two sets of hemoglobin from the same 



A new type of Baly tube. Explanation 
in text. 
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a 



B 



Fig. 6. 

Absorption spectra of oxy'hemoglobin (A) and reduced hemoglobin 
(BJ of Branckiura sowerbyi. Thicknesses of the solution are 6.0, 5.0, 4.0, 
3 0, 2 5, 20, 15, 10, 0 7, 0 4, and 0 2 cm. respectively from up to down for 
A and reversal for B. respectively. Two extremities are Fe-spectra. 





On the Respiration of Branchiura Sowerbyi 


111 


sample are prepared in Baly tubes; one is the standard and the 
other is for testing. A reservoir of Baly tube (3 of Fig. 5) for the 
latter is replaced by 100 cc. 
syringe. The test hemolglobin 
is reduced by until 

the disappearance of the 
oxyhemoglobin absorption 
bands. 100 cc of pure N^gas 
contained in a syringe is in¬ 
jected through 3 as noted in 
the previous section, then a 
definite quantity of 0 3 is 
poured. The whole solution is 
transfered into 2 and shaken 
well. Then the length of the 
standard solution to match 
with the oxyhemoglobin 
absorption band of the test 
is read. By this procedure 
the curve of Fig. 7 is 
obtained. 

The limit of oxygen pressure which has no effect on the oxygen 
consumption (page 96) can be explained by the curve. Above the 
saturation pressure (25 mm Hg) of hemoglobin there was no effect 
on oxygen consumption, that is to say, hemoglobin plays a main 
role in the aerobic respiration of this animal. 

Oxidation-reduction potential— The oxidation-reduction potential 
of hemoglobin solution is measured by the electrodes of Pt and 
saturated calomel by using of a k-type potentiometer of Leeds and 
Northrup. The chamber used is of 60 cc capacity and a 25 cc of 
M/5 phosphate buffer is added to the sample, prepared as in the 
previous section. For high pH, a boric acid-KCl-NaOH buffer M/5 
is used. 

A titration curve of Na£A (aobut 10**M) is obtained, and the 



Oxygen dissociation curve of Branchiura 
hemoglobin. Ordinate is the percentage of 
standard. Temperature 23’C. pH 6.8. 
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Fig. 8. 

Titration curve of Branchiura hemoglobin with Na-S^Oj, (A', and that of 
back titration by K ( Fe CN r„ (B). 

same sample is titrated back by K-ferricyanide. A new type of 
burrette is used for titration. Two syringes are connected to the 
tip by a three-way stopper. One is a long tube 1 cc. in capacity, for 
reading; the other is of 10cc capacity and serves as a reservoir. 

One typical example 
is shown in Fig. 8. 
Ei is read from the 
titration curve. It is 
of 0.21 volts at pH 
6.78 temperature 20"C. 

Eo value for 
several pH is plotted 
in Fig. 9. These data 
significantly differ 
from the results of 
Conant and Fiesee* 
for horse hemoglobin. 

Effect of pH on Eo of Branchiura hemoglobin. This might be CSU S Cd 



6 8 10 


Fig. 9. 
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partly by impurities in my case, but partly by the special nature of 
hemoglobin of this type. 

In Fig. 8 the back titration from the reduced system show much 
lower EJ. This is induced by the differences of potentials between 
the hemoglobin-methemoglobin system (for back titration) and the 
hemoglobin-oxyhemoglobin system (for first titration), and by the 
introduction of reducing substances. The second reason will be 
dealt with elsewhere. 


SUMMARY 

1. Respiratory intensity of Branchiura seems to depend on the 
quantity of water which comes in contact with the animal body, and 
the branchial portion may be taken as a respiratory organ. 

2 . The temperature constant A of the oscillatory movements of 
the branchial portion is 5.7 xlO 3 above 18-17 C and 8.1 x 10 3 below it. 
It is concluded that this oscillation is concerned with respiration. 

3. The temperature effect on the oxygen consumption, carbon- 
dioxide out-put and R. Q. from 35 C to 10 C are measured and their 
values hold good with the Arrhenius’ formula, constant A turned out 
6.6 x 10 3 for oxygen consumption, 7.4 x 10 3 for CO 2 out put and 
0.67 x 10’ for R. Q. The meaning of constant A for R. Q. is con¬ 
sidered. 

4. Oxygen consumption shows no decrease until the oxygen 
pressure reaches one sixth of saturation pressure, by using Winkler’s 
method. About 20mm.Hg of oxygen is sufficient to maintain the 
normal respiration. This is also proved from the oxygen dissociation 
curve of hemoglobin. Anaerobic C0 2 production reaches a consider¬ 
able amount. 

5. R. Q. increases with the increase of hypertonicity. R. Q. in 
control medium (page 93) has no significant difference from that in 
distilled water. Oj consumption decreases in strong hypertonic medium, 
as well as in distilled water. Mechanisms for the two cases seem to 

be different 

6. Effects of pH are measured in buffered balanced solution. 
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Oxygen consumption is increased in alkaline solution and is not 
changed in acidic solution. R. Q. increases in both extremities of pH, 
but is especially marked in the acidic solution. The explanation is 
proposed. 

7. Effects of 18 chlorides are studied in several different con¬ 
centrations. In univalent cations the order of oxygen consumption in 
a certain concentration is Li<Na<K,NH,; R. Q. is increased slightly, 
excepting NaCl. MnCl 2 has high R. Q. and low 0 2 consumption. 
SnCl 2 has low R. Q. and high 0 2 consumption. FeCl 3 has reversal 
effects to SnCl 2 . They are explained from the nature of chemicals. 
CoCl 2 , NiCl 2 , FeCl 2 , and SrCl 2 increase both oxygen consumption and 
R. Q. Heavy metal chlorides increase R. Q. 

8 . Among the effect of anions (sodium salt), for halogens the 
order of oxygen consumption is F<C1 'Br<^I, and that of R. Q. is 
Cl<Br<I<F. The explanation is considered. The R. Q. increases 
with the increase of molecular weight in Na-lactate, acetate, tartrate, 
oxalate, and citrate, and the oxygen consumption has the above men¬ 
tioned order, largest in lactate. 

9. Anaerobic reduction potential of the intact animal is deter¬ 
mined colorimetrically by Thunberg tube. It is read about —0.12 
volts, and the aerobic reduction potential is about 0.227 volts. There 
is a considerable shift of potential toward negative in anaerobic con¬ 
dition. The aerobic potential is the potential of hemoglobin, and the 
anaerobic potential is that of tissues. 

10. Blood pigment is studied spectrographically. It is similar to 
the hemoglobin of Arenicola reported by Vl£s. This differs in the 
positions of the maximum absorption band. A new design of Baly 
tube protected from an air contact is described. 

1L The oxygen dissociation curve of the hemoglogin is lined 
spectroscopically. It is concluded that hemoglobin plays an important 
role in the respiration. 

12. The E£ of Branchiura hemoglobin is determined from the 
titration curve with Na 2 S 2 0 4 . It is 0.21 volts at pH 6.78, temperature 
20°C. The effects of pH are followed. 
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I. EINLEITUNG. 

In der vorherigen Abhandlung verOffentlichte ich (Harada 1937) 
die limnologischen Studien auf dem Sango-Tan, wobei die BevOlke- 
rungsverhaltnisse des Zooplanktons sowie seine Vertikalwanderungen 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan, Vol. XIV, 
No. 7. December, 1937.] 
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im Verlaufe des Tages naher geschildert wurden, wahrend die phy- 
sikalisch-chemischen Untersuchungen, besonders in der Sommerstagna- 
tionsperiode, mangelhaft waren. 

In der vorliegenden Arbeit wurden deshalb die physikalisch- 
chemischen Verhaltnisse des Seewassers gerade in der Periode der 
Sommerstagnation naher studiert, um eine Erganzung zu meiner vor- 
herigen Abhandlung abzugeben. Zugleich wurden auch die biozoe- 
notischen Verhaltnisse sowie die Vertikalverteilung der Planktonor- 
ganismen festgestellt, um diese in Zusammenhang mit der Vertikal¬ 
verteilung des Chemismus zu studieren. 

Die Untersuchungen wurden am 13. VI, 1936, einem klaren wind- 
stillen Tag, auf einem Boot ausgefiihrt. 

II. METHODIK. 

Fur die Probeentnahme diente Kitahara’s Wasserschdpfer, 
welcher mit einem Anhang versehen war (s. Harada 1937). 

Die Temperaturen wurden mit Hilfe von Wasserschdpfer ge- 
messen, wobei das Thermometer eine Zehntelgradeteilung von -30’ 
bis +45’C besass. 

Fur die Sauerstoffbestimmung wurde das WiNKLER’sche Verfahren 
angewendet, wobei auch Winkler’s Sauerstofflasche zur Anwendung 
kam. 

Die freie Kohlensaure wurde nach der von Winkler (1914) an- 
gegebenen Modifikation des TRiLLiCH’schen Verfahrens und das Kar- 
bonat-Ion nach Winkler’s Verfahren (Winkler 1914) bestimmt. 

Der Schwefelwasserstoff wurde nach Winkler’s Methode (Winkler 
1913) durch Farbenvergleich massanalytisch bestimmt. 

Alkalinitat, bezw. Bikarbonatgehalt und Karbonatharte, (Titration 
mit m/100 HC1 gegen Methylorange als Indikator) wurde gewOhnlich 
in 100 cc der Wasserprobe bestimmt. 

Die Wasserstoffionenkonzentration wurde durch Anwendung von 
Itano’s Apparat elektrisch bestimmt. 

Die Kieselsaure wurde nach der WiNKLER’schen Methode (Winkler 
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1931), die Phosphorsaure nach der von Maucha (1932) angegebenen 
Modification des Verfahrens von DenigEs und Atkins, das Sulfat-Ion 
nach der von Winkler (1901) modifizierten Methode von Andrews 
und das Chlorid-Ion nach der Methode von Mohr bestimmt. 

Der Gehalt von Calcium- und Magnesium-Ion wurde durch Bestim- 
mung von Gesamtharte nach dem von Winkler (1914) stark modifi¬ 
zierten BLACHER’schen Verfahren und auch durch die Bestimmung von 
Calciumharte nach Winkler (1901) festgestellt. 

Das Kalium- und Natrium-Ion wurde nach Winkler (1916) und 
das Ferro-Ion auch nach Winkler (1902, 1910) bestimmt. 

Fiir die Bestimmung der organischen Substanzen und deren Ab- 
bauprodukte im Seewasser wurde zuerst das ReduktionsvermOgen 
(n/100 KMn0 4 -Verbrauch pro 100 cc Wasserprobe) nach dem Winkler’- 
schen Verfahren festgestellt. 

Die Proteidammoniak-Bestimmung erfolgte nach dem von Winkler 
(1902) ausgearbeiteten Verfahren, das Ammonium-Ion ebenfalis. 

Das Nitrat-Ion wurde nach Winkler (1901) auf massanalytischem 
Wege durch Farbenvergleich bestimmt. 

Von den oben angegebenen Bestimmungen wurden dieselben von 
Phosphorsaure, Sulfat-, Chlorid-, Kalium-, Natrium-, Ferro-Ion, Reduk¬ 
tionsvermOgen, Proteidammoniak, und Nitrat-Ion mit den Wasserpro- 
ben ausgefuhrt, die ich mit nach Haus genommen habe. 

Fur die Planktonstudien wurden 2L-Proben einer Tiefenserie 
(Tiefe: 0, 1, 2, 3, 5, 8,10,15, 20, 24 m) um 14* entnommen. In jeder 
Probe wurden alle Planktonorganismen durchgezahlt. 


III. PHYSIKALISCH-CHEMISCHE VERHALTNISSE. 

1) Thermik. 

Die Temperaturbestimmungen einer Tiefenserie wurden um Mit- 
tag untemommen. Das Zahlenmaterial der Temperaturbestimmungen 
ist in Tab. 1 enthalten und in Abb. 1 graphisch wiedergegeben. 
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Ein deutlicher Sprung mit einem Gefalle von 2,6°C wird in der 
Wasserschicht zwischen 1 und 2 m beobachtet. Unter 2 m Tiefe nimmt 
der Temperaturwert allmahlich ab, bis er in der Tiefe von 24 tn den 
niedersten Wert 21,0’C erreicht. Von da ab zeigt die Wassertem- 
peratur, zu meinem Erstaunen, eine ausgepragte Inversion, indem sie 
in dem Bodenschlamm (25 m Tiefe) 23,5°C, also einen Aufstieg von 
2,5°C, betragt. Wiederholte Bestimmungen der Schlammtemperatur 
wiesen denselben Wert auf. Diese Zunahme der Temperatur im Bo¬ 
denschlamm ist, soweit ich weiss, sehr merkwurdig. 

Miyadi (1937) berichtete bei seinen Untersuchungen auf dem Zitu- 
getu-Tan und dem Sango-Tan im Januar 1937, dass die Temperatur 
des ‘ Bodenschlamms einen hfiheren Wert als den von Wasserschicht 
unmittelbar auf dem Grunde aufweist, und dass dies nichts anderes 
als die aufgespeicherte Warme im Schlamm wahrend der Sommerstag- 
nation ist. 

Dies geht dagegen bei unserem Fall redlich verschieden vor, indem 
die Untersuchung gerade in der Periode der Sommerstagnation aus- 
gefuhrt wurde. Ich bin aber der Meinung, dass diese Erscheinung 
vielleicht ihre Ursache ausschliesslich in der direkten Erwarmung des 
Bodenschlamms durch die daruber stehende Wassermasse hindurch- 
bohrenden Sonnenstrahlen hat, obgleich fur die Beurteilung dieser 
Erscheinung naturlich eine fortdauernde Beobachtung Oder eine ex- 
perimentelle Untersuchung erforderlich ist. 


2) Durchsichtigkeit. 

Die Durchsichtigkeit des Seewassers betrug nur 67,5 cm. In- 
teressanterweise war das Seewasser in der tiefsten Schicht klarer als 
das in der oberflachlichen, obgleich die relative Menge des Sestons 
quantitativ nicht bestimmt wurde. Dieses Verhaltnis lasst sich aber 
z. T. aus der Bestimmung des Reduktionsvermdgens Jeicht annehmen, 
wie dies spater geschildert wird, da das Reduktionsvermdgen des See¬ 
wassers in der Oberflache hOher als in der Tiefe ist. 
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3) Geldste Gase. 

a) Sauerstoff. 

Die Sauerstoffbestimmungen wurden von den Wasserproben einer 
Tiefenserie, welche um 11-12* aus der Tiefe von 0, 1, 2, 3, 5, 8, 10, 
15, 20, 24 m entnommen wurden, ausgefuhrt. 

Die Resultate sind in Tab. 1 zusammengestellt und in Abb. 1 
graphisch wiedergegeben. 

Zur Darstellung der Sauerstoffschichtung wendete ich die 
MAUCHA’sche Formel (Maucha 1936), d= 100, 

an, wo Oj der gefundene Sauerstoff, x der absolute Sattigungswert 
desselben, / der Dampfdruck des Wassers, S„ der Volumprozent des 
Sauerstoffs der Atmosphare bei der Temperatur und bei dem baro- 
metrischen ( b) und dem hydrostatischen (~) Druck der Wasserschicht 
ist. 


Tab 1. 

Temperatur und Sauerstoffschichtung 1 m „Sango Tan“. 
Barometerstand b 753,3 mm 13 Juni, 1936. 


Tiefe 
m , 

Temp, 
i c 

O i cc L 
gefunden 

X 

Oj cc L 

d 

100 

X 

0 

1 30 5 

7,45 

5,16 

144,28 

141,38 

1 

29,8 

: ^ 

25,12 

1 

140,30 | 

29,22 

2 

[ 27,2 

4,66 

: 

28,92 

1 

81,87 

16,11 

3 

1 27,0 

3,97 

11,67 

72,05 | 

i 

| 12,54 

i 

5 

26,3 

3,16 

37,47 

56,53 

8,43 

8 

25,8 

1,78 ! 

! 45,92 

31,56 

3,90 

10 

24,7 

1,56 

52,31 

27,09 

2,98 

15 

23,3 

0,69 

68,01 

11,63 

1,01 

j 

20 

21,5 

0,05 

1 

84.48 

j 

0,82 

j 0,06 

24 

21,0 

1 0 

95,52 

0 ! 

! o 

1 

25 

23,5 

1 

1 

— 

— 

1 
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Der geldste Sauerstoff stellte, wie dies aus der Tabelle 1 und der 
Abbildung 1 zu ersehen 1st, eine deutliche Stratifikation dar. Wir 
finden namlich in der Oberflache eine starke Ubersattigung (144,4# 
der absoluten Sattigung), dann einen sehr ausgepragten Sprung mit 
einem Gefalle von 2,68 cc O s pro L zwischen 1 und 2 m Tiefe. In der 
Tiefe von 2 m abwarts nimmt der Sauerstoffgehalt allmahlich ab und 
zeigt ein starkes Oj-Defizit schon in der Tiefe von 20 m, bevor sein 
vollkommenes Verschwinden in der Tiefe von 24 m stattfindet. 


Abb. 1. 



Teraperatur-, Sauerstoff- und freie C0 2 -Schichtung im 
. fl Sango-Tan M . 12. Juni r 1936, 
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Bei dieser Gelegenheit muss ich eine Erfirterung fiber die Uber- 
sattigung des Sauerstoffs in der oberflachlichen Wasserschicht geben. 
Der Sango-Tan ermangelt, wie ich in der letzteren Abhandlung an- 
gegeben habe, des pflanzlichen Netzplanktons ganzlich. 

Glficklicherweise habe ich diesmal die Wasserprobe aus der Ober- 
flache mit nach Haus genommen und konnte ich in ihr als Zentri- 
fugenplankton zahlreiche Zellen von Ankistrodesmus sp. und Plank- 
tonema sp. ? feststellen. Der Ubersattigungsgrad des Sauerstoffs in 
unserem See beruht also zweifellos auf dem Vorkommen von diesen 
Zentrifugenplanktem. 

Die Wasserschicht von 1 bis 2 m Tiefe, wo die Sauerstoffschich- 
tung einen Sprung aufweist, entspricht wohl der thermischen Sprung- 
schicht. 

Ffir die Bezeichnung der Charakteristik des Sees empfahl Maucha 

y j 

(1936), dass man Mittelwert 3 = samtlicher sich auf das Hypo- 

n 

limnion beziehenden Werte von d anwendet, wo n die Zahl der 
Einzelbestimmungen ist. Berechnet man diesen Mittelwert in unserem 
See, so ist 3=35,6. Der See ist also nach Lundbeck (1926) eutroph 
und kann in die Bathophilus-Plumosus-Type eingereiht werden. 

b) Freie Kohlensaure. 

Die Bestimmungen der freien Kohlensaure wurden etwa um Mit- 
tag in den Schdpffangen einer Tiefenserie ausgeffihrt. 

Das Resultat ist in Tab. 2 enthalten und in Abb. 2 graphisch 
wiedergegeben. Das Vorkommen der freien Kohlensaure wird erst in 
der Tiefe von 3 m beobachtet. Die freie Kohlensaure in der oberflach¬ 
lichen Wasserschicht wird also in unserem See durch eine dem 
Zentrifugenplankton zukommende Assimilation aufgebraucht. In der 
Wasserschicht von 5-8 m setzt eine rasche Zunahme ein, die bis 15 m 
nur allmahlich erfolgt und darunter nahe an dem Seeboden, wo das 
annahemd vtillige Oder vollkommene Sauerstoffdefizit stattfindet, wieder 
steiler wird. 
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c) Schwefelwasserstoff. 

Von den Wasserproben, welche aus der tiefsten Wasserachicht 
entnommen wurden, war der H,S Geruch nicht bemerkbar. Die HjS- 
Bestimmung nach WiNKLER’scher Methode war auch negativ. 

4) Alkalinitat. 

Die Vertikalschichtung der Alkalinitat steht in innigem Zusam- 
menhang mit der C0 2 -Ausscheidung durch die Faulnis im Wasser. 

In unserem See bleibt die Alkalinitat im Epilimnion, wo die freie 
Kohlensaure zu der Assimilation angewendet wird, in einem gerin- 
gen Wert. Von Metalimnion bis zu 15 m Tiefe, wo die freie Koh¬ 
lensaure verhaltnismassig gering ist, aber gegen die Tiefe zu eine 
allmahliche Zunahme aufweist, wird eine rasche Zunahme der Alka¬ 
linitat bemerkt. Unter 15 m Tiefe ist dagegen die Zunahme der 
Alkalinitat sehr gering, wenn die freie Kohlensaure auch in dieser 
Wasserschicht eine starke Zunahme aufweist. 


Tab. 2. 

Vertikalverteilung von freier Kohlensaure, Alkalinitat, Harte vKarbonat, 
Gesamt, Ca , Mg-; und Wasserstoffionenkonzentration im Sango Tan. 


Tiefe 

Freie 

Alkali- 


Harte 


pH 

m 

COftng/Lj 

nitat 

Kar- 

bonat- 

teesamt- 

Ca- j 

! Mg- 

gefund. | 

berechn. 

0 

0 

1,77 

4,96 

7,20 

2,78 

4,42 

7,70 

1 

1 

0 

1,92 

5,33 

- 

- 

- 

7,58 

- 

2 

0 

1,94 

5,43 

- 

- 

- 

7,48 

- 

3 

3,44 

2,00 

5,60 


- 

- j 

7,23 

7,93 

5 

4,34 

2,09 

5,85 


- 

- 

7,18 

7,85 

8 

8,55 

; 2,28 

6,38 

- 

- 


7,23 

7,59 

10 

8,70 

2,41 

6,75 

- 

- 

- 

7,27 

7,61 

15 

8,92 

2,61 

7,31 

- 

- 

i 

7,32 

' 7,63 

20 

13,38 

2,66 

7,45 

- 

- j 

1 

7,32 

7.46 

24 

23,00 

2,68* 

7,50 

9,60 

5,12 

4,48 

7,49 

7,23 
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Unter diesen Umstanden scheint es mir sehr plausibel anzuneh- 
men, dass die Zunahme der Alkalinitat, d. h. dieselbe der Hydrokar- 
bonate, in dieser Stagnationsperiode schon in der Wasserschicht unter 
15 m beinahe den hdchsten Grad erreicht hat. Der hOchste Alkalini- 
tatswert (—2,68) in der tiefsten Wasserschicht erreicht aber nicht 
denjenigen in der Zirkulationsperiode im Januar 1934 in dem See, weil 
hier die ganze Wassermasse fiber 2,8 Alkalinitat aufwies. Eine weitere 
Zunahme der Alkalinitat lasst sich deshalb im Laufe der Sommerstag- 
nation leicht vermuten. 

Das Zahlenmaterial der gefundenen Alkalinitat bezw. der Karbo- 
natharte ist in Tab. 2 enthalten, und die Alkalinitat in Abb. 2 gra- 
phisch wiedergegeben. 

5) Ca- und Mg-Harte. 

Hier wurden die Ca- und Mg-Harte nur von den Wasserproben 
in der Oberflache und in der tiefsten Wasserschicht unmittelbar auf 
dem Grunde festgestellt (Tab. 2). 

Vergleicht man die beiden Bestimmungen, so ist Ca-Harte in der 
Tiefe, im Gegenteil zu der in der Oberflache, stark erhoht, obgleich 
die Zunahme der Mg-Harte in der Tiefe nur schwer erkennbar ist. 
Dies beruht zweifellos auf der Zunahme von Ca (HCO,', in der Tiefe, 
wie ich es schon in dem Abschnitt der Alkalinitat erwahnt habe. 

Hier ist noch anzunehmen, dass die Gesamtharte stets hOher als 
die Karbonatharte ist. Die Differenz zwischen der Gesamtharte und 
der Karbonatharte ist 2.24 (deutsche Hartegrade) in der Oberflache 
und 2,10 in der Tiefe unmittelbar auf dem Grunde. Sie bedeutet 
namlich, dass der Ca- Oder Mg-Ionen mehr vorhanden ist, als dem 
Aquivalentgewicht von HCO,' entspricht. Diese Mehrionen scheinen 
mit SO,' im Gleichgewicht zu stehen, wie dies aus der chemischen 
Zusammensetzung des Seewassers (Tab. 4) vermutet werden kann. 

6) Wasserstoffionenkonzentration. 

Die Bestimmungen der Wasserstoffionenkonzentration des See¬ 
wassers ergaben, im allgemeinen, ziemlich hdhere pH-Werte und 
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alle Wasserproben reagierten alkalisch. 

Eine deutliche Vertikalschichtung der pH-Werte wurde bemerkt, 
indem eine rasche Abnahme in der oberflachlichen Wasserschicht 
(von der Oberflache bis zur Tiefe von 5 m) und dann eine sehr 
allmahliche Zunahme nach dem Grunde zu stattfindet. Solche 
Inversion von pH-Werte wird besonders in der tiefsten Wasserschicht 
(20-24 m\ ungeachtet der stetigen Zunahme der freien Kohlensaure 
gegen den Grund hin, steiler. 

Diese Befunde widersprechen insoweit den Ergebnissen von 

Abb. 2. 


ALKALINITAT pH 



Vertikalverteilung von Alkalinitat und Wasserstoff- 
ionenkonzentration ira Sango-Tan- 12, Juni, 1936, 
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Miyadi (1935), als er keine solche Inversion der pH-Werte in der 
Tiefe bemerkte, obgleich seine Untersuchung in unserem See bei 
der Stagnationsperiode im April 1935 ausgefiihrt wurde. Bezuglich 
der Vertikalverteilung von pH werden auch die Ergebnisse von UfeNO 
(1936) zitiert, welche er bei der Untersuchung im Juli 1935 im 
Sango-Tan erlangt hat. Nach ihm zeigen die pH-Werte auch in der 
Tiefe eine Inversion. Yoshimura (1932) hat auch die dichotomische 
Vertikalverteilung von Wasserstoffionenkonzentration in verschiedenen 
japanischen Gewassern mit dem Hypolimnion von hohem Pufferver- 
mdgen angegeben. 

Berechnet man die Wasserstoffionenkonzentration in unserem See 
nach Tillmans’ Formel (Tillmans 1919), so weist der pH-Wert auch 
in der Tiefe eine Zunahme auf, wie dies aus der Tab. 2 zu ersehen 
ist. Die dichotomische Vertikalverteilung von pH, mit einem nieder- 
sten pH-Wert (=7,18) in der Tiefe von 5 m, in unserem See scheint 
auch von dem hdheren Puffervermogen des Seewassers im Hypolim¬ 
nion herzuruhren. 


7) Andere chemische Bestandteile des Seewassers. 

Die Bestimmungen von Kieselsaure, Phosphorsaure, Schwefelsaure, 
Chlorid-, Kalium-, Natrium-, Ferro-, Nitrat-Ion, Proteidammoniak, Am- 
moniak und Reduktionsvermdgen des Seewassers wurden mit den 
Wasserproben aus der Oberflache und der Wasserschicht unmittelbar 
auf dem Grunde ausgefiihrt. Die Resultate sind in Tab. 3 enthalten. 

In der emahrungsbiologischen Hinsicht ist der P+N-Gehalt im 
Seewasser sehr bedeutsam. Berechnet man den Phosphor- und Stick- 
stoffgehalt in unserem See, so enthalt das Wasser 55 mg PA und 1474 
mg NA pro cbm in der Oberflache, und 100 mg PA und 2014 mg 
NA pro cbm in der Tiefe unmittelbar auf dem Grunde. 
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Tab. 3. 

Der Gehalt von SiOj, P 2 0-., SO., Cl, KjO, Na*0, FejO , N,0 , Proteidammoniak 
und Amm'miak; und das Reduktionsvermogen des Seewassers in der Ober- 
flache und in der Wasserschicht unmittelbar auf dem Grunde. 



! Oberflache 

Grund 

SiO* 

6,5 mg p. L 

7,8 

mg p. 

P 2 0 

0,055 

0,100 

ft 

SO 

62,50 

50,41 

ft 

Cl 

6,6 

7,4 

U 

K*0 

0,59 

2,78 

ft 

Na*0 

36,28 

36,15 

„ 

Fej0.t 

0,013 „ 

0,086 

„ 

Nitrit-+Nitration (NjOO 

00 

o“ 

0,87 

»» 

Proteidammoniak (H N) 

0,19 

0,36 

»» 

Ammoniak (H N) 

0 

0 


Reduktionsvermogen (KMn0 4> 

15,18 

8,85 

H 


8) Chemische Zusammensetzung: des Seewassers. 

Die Okologischen Verhaltnisse des Sees scheinen mit der chemischen 
Zusammensetzung des Seewassers in innigem Zusammenhang zu stehen. 

Zunachst sind die Elektrolyte des Seewassers nach der Analyse 
ionisch angegeben und dann in Aquivalentprozenten aufgestellt, urn 
die ionische Zusammensetzung des Seewassers nach der Methode von 
Telkessy (in Maucha 1932) graphisch darzustellen. Hier handelt 
es sich um die Wasserproben in der Oberflache und in der Wasser¬ 
schicht unmittelbar auf dem Grunde. 

Das Zahlenmaterial der ionischen Zusammensetzung des See¬ 
wassers ist in Tab. 4 enthalten und in Abb. 3 graphisch wiederge- 
geben. 

Die beiden Proben weisen, im grossen und ganzen, ein ahnliches 
Bild in der ionischen Zusammensetzung auf. 
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Tab. 4. 


Die chemische Zusammensetzung des Seewassers im „Sango*Tan". 



Dualistisch 
mg p. L 

Ionisch mg p. L 

.. Zahl der 
Aquivalenten 

Aquivalent- 

prozenten 


KfO : 0,59 

K* 

0,49 

0,013 

0,53 


Na 2 0 : 36,28 

Na* 

26,91 

1,170 

47,40 


CaO : 27,80 

Ca* 

19,86 

0,498 

20,09 


MgO : 31,86 

Mg*' 

19,23 

0,789 

31,96 

HH 

FejO : 0,043 

Fe* 

0,03 

0,0005 

0,02 

0) 

u 

■E 

o 

Summe 


66,52 

2,4685 

100,00 

Cl ; 6,60 

Cl' 

6,60 

0,186 

6,79 


SO, : 62,50 

SO," 

75,00 

0,785 

28,84 


Karbonat-CO* 

: 0 

CO " 

0 

0 

0 


Hydrokarb. COj 
* 77,92 

HCO' 

107,99 

1,770 

61,57 

1 

Summe 


189 59 

2,741 

100,00 

1 

K 2 0 : 2,78 i 

K* 

2,31 

0,059 

2,01 

1 

1 

Na*0 : 36,15 j 

Na* 

26,80 

1,165 

39,64 


CaO : 51,20 j 

Ca** 

36,57 

0,914 

S 31,10 


, MgO : 32,87 

Mg* 

19,49 

0,800 

j 27,22 


Fe 2 0,* 0,086 

Fe- 

0,06 

0,001 

j 0,03 

c 

Summe 


85,23 

j 2,939 

1 

1 100,00 

t 

2 

o 

Cl : 7,40 

Cl' 

: 7,40 

0,209 

5,93 


SO t : 50,41 

SO," 

: 60,50 

0,627 

17,84 


Karbonat'C0 2 
: 0 

CO " 

0 

0 

0 


Hydrokarb.-CO- 
: 117,92 

HCO/ 

• 163,51 

2,680 _ 

_ 76.23 


Summe 


231,41 

3,516 

J 100,00 


Eine Zunahme von K - und Ca”, bezw. HCO," ist aber in der 
Wasserschicht unmittelbar auf dem Grande sehr ausgepragt, und zwei- 
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Abb. 3. 



Ionische Zusammensetzung des Seewassers in der Oberflache (I) und 
in der Wasserschicht unmittelbar auf dem Grunde (II) im Sango Tan. 


fellos beruht die des letzteren auf dem AuflOsen des festen CaCO, 
durch die sich dort bildende aggressive Kohlensaure. 

IV. BIOLOGISCHE VERHALTNISSE. 

Um die biologischen Verhaltnisse in dieser Jahreszeit festzustellen, 
wurden Planktonproben einer Tiefenserie, welche um 14* entnommen 
wurden, untersucht. 

Folgendes ist die Ubersicht der Arten, welche im Zooplankton aus 
dem Stingo-Tan im Juni vertreten sind: 

1. Ceratium hirundinella Muller 

2. Trichocerca capucina (Wierz. u. Zachar.) 

3. Brachionus pala Ehrenberg 

4. B. forficula laevis Apstein 

5. Schizocerca diversicornis Daday 

6. Keratella cochlearis (Gosse) 

7. K. valga (Ehrenberg) 

8. Asplanchna priodonta Gosse 

9. Pedalia mira (Hudson) 

10. Pompholyx complanata Gosse 

11. Diaphanosoma braehyurtim (Lievin) 

12. D. paucyspinosum Brehm 

13. Ceriodaphnia cornuta Saks 
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14. Mongolodiaptomus jormosanus Kiefer 

15. Mesocyclops thermocyclopoides Harada 

16. M. taihokensis Harada 

17. Ergasilus japonicus Harada 

18. Freilebsnde Nematoden. 

Wir finden namlich mindestens 18 Arten im Zooplankton im Juni. 
Biocoenotisch stehen also unsere Ergebnisse denjenigen im August 
1932 sehr nahe, weil hier nur der Arten, Peridinium sp., Polyarthra 
platyptera, Diurella stylata, Tetramastix taiwanensis und Ceriodaphnia 
rigaudi, ermangelt werden. 

Unter den oben angegebenen 18 Arten war das Vorkommen von 
Mesocyclops taihokensis (Adultstadien), Ergasilus japonicus, Keratella 
cochlearis und freilebenden Nematoden sehr geringfugig. Es ist be- 
sonders merkwiirdig, dass das Vorkommen von M. taihokensis in diesem 
Monate als Adultstadium sehr geringfugig und durch starke Massen- 
entfaltung von M. thermocyclopoides unterdruckt wird, was den fruh- 
eren Ergebnissen (Harada 1937) entgegengesetzt ist. 

Es ist noch anzunehmen, dass die Copepoditen ( Mesocyclops ) hier, 
im Gegensatz zu den Ergebnissen in der fruheren Arbeit, viel starker 
entfaltet sind. Dies bedeutet namlich eine starke Massenentfaltung von 
Mesocyclops in nachster Zukunft. 

Ceriodaphnia wurde diesmal nur durch cornuta reprasentiert. 
Diese Art wurde nur in dem Hypolimnion gefunden. 

Die gesamte Individuenzahl betragt diesmal 83,6 pro L. In pro- 
duktionsbiologischer Hinsicht ist also die Biocoenose in diesem Monate 
armseliger als dieselbe in der fruheren Arbeit. 

Betreffs der Vertikalverteilung von Planktem, sind die Zahlen in 
Tab. 5 zusammengestellt und nach LoHMANN’scher Methode in Abb. 
4 graphisch wiedergegeben. In der Abbildung ist auch die mittlere 
Tiefe der Vertikalverteilung der Planktonorganismen, welche nach 
NABER’scher Formel berechnet wurde, angegeben (in der Abbildung 
mit der Marke O bezeichnet). 

In der Tabelle sowie in der Abbildung sind die Copepoditen 
von Mesocyclops und die Nauplien jedes fur sich als ein einheitliches 



Tab. 5. 

Vertikalverteilung und mittlere Tiefe der Vertikalverteilung der Planktonorganismen im „Sango*Tan“. 
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Ganzes behandelt. Die Copepoditen ( Mesocyclops) sind also haupt- 
sachlich durch M. thermocyclopoides und M. taihokensis vertreten, die 
Nauplien durch Mongolodiaptomus formosanus, Mesocyclops thermo¬ 
cyclopoides und M. taihokensis. 

Vergleicht man diese Ergebnisse mit den der fruheren Arbeit, so 
entsprechen die Verteilungsverhaltnisse, im allgemeinen, denselben im 
August. 

Ceratium hirundinella bewohnt hauptsachlich die Wasserschicht 
von Epi- bis Metalimnion, fehlt aber im Hypolimnion. 

Die Rotatorien bewohnten, wie es gewdhnlich bei der Stagnations- 
periode in unserem See der Fall ist, meist das Epilimnion, mit Ausnahme 
von Brachionus forficula, Schizocerca diversicornis und Keratella valga, 
bei welchen der Verteilungsraum bis zum oberen Hypolimnion erreicht. 

Die Vertikalverteilung von Diaphanosomen war dieselbe wie in 
der fruheren Untersuchung. Die bedeutendste Volksdichte findet sich 
im Metalimnion. 

Die Vertikalverteilung der Copepoditen und der Geschlechtstiere 
von Mongolodiaptomus Jormosanus erstreckt sich uber die Wasserschi¬ 
cht von Epi- bis Hypolimnion. Die Hauptvolksdichte findet sich aber 
bei beiden Formen im Metalimnion. Das Vorkommen in der Ober- 
flache wurde nur bei den Copepodidstadien beobachtet. 

Mesocyclops thermocyclopoides ist sehr charakteristisch in seiner 
Vertikalverteilung, indem diese Speeies tief in das Hypolimnion ein- 
dringt, wo es am geldsten Sauerstoff beinahe ganzlich fehlt. 

Es ist hdchst merkwurdig, dass die Copepoditen (enthaltend die- 
selben von M. thermocyclopoides und M. taihokensis) und die Naup¬ 
lien (enthaltend dieselben von Mongolodiaptomus formosanus, Meso¬ 
cyclops thermocyclopoides und M. taihokensis) noch tiefer in die Wasser¬ 
schicht unmittelbar auf dem Grunde hineindringen, wo sich das vollkom- 
mene Oj-Defizit findet. Der Prozentsatz der Individuenzahl in dieser 
Wasserschicht betragt, im Gegensatz zu dem in der Oberflache,-etwa 
3,7 °/o bei den Copepoditen und 2,6 °/o bei den Nauplien. Das gleiche 
Verhaltnis wurde auch In der Untersuchung im August 1932 bei den 
Jungen und Adultstadien von Mesocyclops beobachtet. Es kommt hier 
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in Frage, ob diese Werte des Prozentsatzes als die innerhalb der Feh- 
lerquelle von Methodik liegenden betrachtct werden soil Oder nicbt. 
Dies scheint aber eine grandiose Angst zu sein, weil Ceratium hi- 
rundinella, Schizocerca diversicornis, Diaphanosoma paucispinosum u. s. 
w., welche in der Oberflache eine verhaltnismassig grosse Volksdichte 
aufweisen, in den Proben aus dem Hypolimnion vollkommen fehlen. 
Es ist deshalb anzunehmen, dass die Mesocyclops- Copepoditen und die 
Nauplien, im allgemeinen, ein starkes O.-Defizit und einen hohen Ge- 
halt der freien Kohlensaure aushalten kdnnen. 

Was die Durchschnittstiefe der Vertikalverteilung betrifft, so zeigt 
sie bei meisten Arten ein ahnliches Verhaltnis wie die im August 1932. 

Hier ist aber zu bemerken, dass die Durchschnittstiefe bei einigen 
Rotatorien eine seichtere Lagerang als die oberen Grenzlage der 
Durchschnittstiefen im August 1932 zeigt, wie dies bei Brachionus 
pala, Keratella cochlearis und Pedalia mira deutlich zu ersehen ist. 
Bei Diaphanosoma paucispinosum wird auch eine seichtere Lagerang 
bemerkt. 

Bei den Nauplien wird dagegen eine etwas tiefere Lagerang der 
Durchschnittstiefe festgestellt, woriiber ich hier keine geniigende Er- 
klarung zu geben vermag. 


V. BEZIEHUNG ZWISCHEN DER VERTIKALVERTEILUNG 
DER PLANKTONORGANISMEN UND DEN PIIYSIKALISCH- 
CHEMISCHEN VERHALTNISSEN DES SEEWASSERS. 

Es ist wohl bekannt, dass die Lichtintensitat im See einen starken 
Einfluss auf die Vertikalverteilung der Planktonorganismen ausubt. 
In dieser Beziehung spielt die Durchsichtigkeit des Seewassers eine 
grosse Rolle in der Vertikalverteilung der Planktonorganismen. In 
unserem See ist es sehr charakteristisch, dass die verschiedenen Plank- 
tontiere in verhaltnismassig grosser Individuenzahl in der Oberflache 
auftreten, was zweifellos auf der geringen Durchsichtigkeit des See¬ 
wassers beraht, denn diese betragt nur 67,5 cm (Tab. 5 u. Abb. 4). 

Die Schichtungsverhaltnisse des Chemismus des Seewassers, welche 
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infolge der Stagnation des Sees hervorgerufen werden, sind auch von 
grosser Bedeutung fur die Vertikalverteilung von Planktonorganismen 
im See. Die erste chemische Veranderung im See wahrend der Sommer- 
stagnation besteht in dem Sauerstoffdefizit, und entsteht durch Faulnis 
in der Tiefe. Als begleitende chemische Veranderungen finden die 
CO.-Ausscheidung, die Zunahme der Alkalinitat, pH-Veranderung u. 
s. w. statt. In dieser Weise werden die chemischen Schichtungen im 
See gebildet. 

Es ist sehr interessant, aber von besonderer Schwierigkeit, die 
Vertikalverteilung der Planktonorganismen in Zuzammenhang mit der- 
selben des Chemismus zu erklaren, weil dabei stets auch andere phy- 
sikalische Faktoren, z. B. die Temperatur, die Durchsichtigkeit, die 
Lichtintensitat im Wasser, zu berucksichtigen sind. 

Nach Harring und Myers (1927) steht die Verbreitung von Ro- 
tatorien mit der Wasserstoffionenkonzentration der Gewasser in direk- 
tem Zusammenhang, d. h. gedeihen die Rotatorien in Gewassern von 
pH > 7, dagegen gehen sie stark zuriick, wenn pH - 7 ist. 

Bei unserem Fall scheint es auch, dass die Vertikalverteilung von 
meisten Rotatorien von dem pH-Wert in der Wasserschicht abhangig 
ist, da z. B. Trichocerca capucina, Brachionus pala, Asplanchna prio- 
donta, Pedalia mira und Pompholyx complanata unter der Wasserschicht 
von 5 m Tiefe mit einem niederen pH-Wert (=7,18) vollkommen fehlen. 
Das bei der Untersuchung im Januar 1934 beobachtete Vorkommen 
von Brachionus pala und Asplanchna priodonta in alien Wasser- 
schichten unmittelbar von der Oberflache bis zum Grunde wird auch 
in der gleichen Weise erklart, weil dabei das ganze Seewasser einen 
hOheren pH-Wert (um 7,5) aufwies. 

Der Gehalt des Sauerstoffs und der freien Kohlensaure scheinen 
dabei keine direkte Rolle zu spielen, weil in der Tiefe von 5 m der 
Sauerstoff noch reichlich vorhanden war und die freie Kohlensaure 
schon in ziemlicher Menge ausgeschieden war, wahrend bei der Upter- 
suchung im Januar 1934 das Wasser aller Schichten reichlichen Sau¬ 
erstoff, aber keine freie Kohlensaure enthielt. 

Unter Rotatorien kOnnen Brachionus forficula, Schizocerca diversi - 
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comis und Keratella cochlearis, bis zu einem Grade, das Sauerstoff- 
defizit, den Gehalt an freier Kohlensaure und die pH-Emiederung er- 
tragen, wenn die bedeutendste Volksdichte auch in der thermischen 
bezw. der chemischen Sprungschicht stattfindet. 

Die Plankton-Crustaceen scheinen ein ziemlich grosses Sauerstoff- 
defizit und einen Gehalt der freien Kohlensaure des Seewassers zu 
ertragen, also in einem verhaltnismassig weiteren pH-Bereich vor- 
zukotnmen. Diese Eigenschaft wird bei den Copepoditen weiter erhOht. 
Mesocyclops thermocyclopoides und die Jungen der Cyclopiden kdnnen, 
im allgemeinen, ein starkes Oder ganzliches Fehlen des Sauerstoffs 
ertragen, obgleich ihre grbsste Volksdichte sich meist in der Wasser- 
schicht nahe an der Oberflache findet. Hier ist aber anzunehmen, 
dass die Vertikalverteilung von Plankton-Crustaceen viel starker von 
der Lichtintensitat im Seewasser (also von physikalischen Faktoren) 
beeinflusst werden, wie dies von der starken taglichen Vertikalwande- 
rung von Plankton-Crustaceen zu ersehen ist. 

Ceratium hirundinella scheint auch, bis zu einem gewissen Grade, 
das Sauerstoffdefizit, den CO,-Gehalt des Seewassers zu ertragen, ob¬ 
gleich das Vorkommen in der Wasserschicht nahe am Grande voll- 
standig verweigert wird. 

VI. ZUSAMMENFASSUNG. 

1) Die physikalisch-chemischen sowie die biologischen Verhalt- 
nisse im „Sango-Tan“ wurden gerade in der Stagnationsperiode im 
Juni 1936 untersucht. 

2) Die physikalisch-chemische Sprungschicht wurde in der 
Wasserschicht zwischen 1 und 2 m Tiefe festgestellt, indem die Tem- 
peratur-, Sauerstoff- und pH-Kurve in dieser Wassesrschicht einen 
Sprung mit starkem Gefalle aufwies. Diese seichte Lagerung der 
Sprungschicht scheint ihre wichtigste Ursache in der ausserordentlich 

■ geringfugigen Durchsichtigkeit unseres Sees zu haben. 

3) Die Temperatur des Bodenschlamms betrag einen hdheren 
Wert als die Wassertemperatur unmittelbar auf dem Grande. Uber 
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diese merkwtirdige Erscheinung bin ich der Meinung, dass sie viel- 
leicht ihre Ursache in der direkten Erwarmung des Bodenschlamms 
dutch die daruber stehende Wassermasse dringende Sonnenbestrahlung 
hat. 

4) Bezuglich des Sauerstoffgehalts wurde eine starke Ubersatti- 
gung (144,'4.% der absoluten Sattigung) in der Oberfiache beobachtet, 
welche zweifellos auf dem reichlichen Vorkommen von Zentrifugen- 
planktem beruht. Ein starkes Sauerstoffdefizit (0,06% der absoluten 
Sattigung) findet sich schon in der Tiefe von 20 m statt, welchem end- 
lich in der Tiefe von 24 m das vollkommene Fehlen des Sauerstoffs 
folgt. Der See ist nach Lundbeck eutroph und kann in die Bathophilus- 
Plumosus-Type eingereiht werden, weil in unserem See «=35,6 ist. 

5) Die Wasserstoffionenkonzentration bezeichnete eine dichoto- 
mische Vertikalverteilung mit einem niedersten pH-Wert (=7.18) in 
der Tiefe von 5 m, trotz des verhaltnismassig reichlichen Gehalts der 
freien Kohlensaure im Hypolimnion, was seine Ursache vielleicht in 
dem hoheren PuffervermOgen des Seewassers in der Tiefe hat. Die 
Alkalinitat betragt 2,68 in der Tiefe unmittelbar auf dem Grunde, 
wahrend sie in der Oberfiache 1,77 betragt. 

6) Die Konzentration der gelosten Phosphorverbindungen betrug 
55 mg in der Oberfiache und 100 mg im Grunde (dualistisch als P s 0 5 
pro cbm); und die der gelOsten Stickstoffverbindungen 1474 mg in 
der Oberfiache und 2014 mg im Grunde (dualistisch als N 5 0 6 pro 
cbm). 

7) Die ionische Zusammensetzung des Seewassers wuide in der 
Oberfiache und in der Tiefe unmittelbar auf dem Grunde studiert und 
ist in Figuren dargestellt. 

8) Biocoenotisch ist das Verhaltnis in dieser Jahreszeit sehr ahn- 
lich demjenigen im August 1932, obgleich Peridinium sp., Polyarthra 
platyptera, Diurella stylata, Tetramastix taiwanensis und Ceriodaphnia 
rigaudi fehlen. Es sei noch erwahnt, dass hier Mesocyclops ther- 
mocyclopoides in Adultstadien reichlich gefunden wurde und M. 
taihokensis, im Gegenteil, ausserordentlich gering war. Weiter ist zu 
bezeichnen, dass die Copepoditen von Mesocyclops in dieser Jahreszeit 
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ausgepragt entfaltet sind, was namlich eine starke Massenentfaltung 
von Mesocyclops in nachster Zukunft bedeutet. 

9) Betreffs der Vertikalverteilung von Planktonorganismen waren 
die Verhaltnisse, im grossen und ganzen, denselben im August 1932 
gleich. Nur eine etwas seichtere Lagerung der Durchschnittstiefe der 
Vertikalverteilung wurde bei Brachionus pala, Keratella cochlearis, 
Pedalia mira und Diaphanosoma paucispinosum festgestellt. Eine tie- 
fere Lagerung wurde dagegen bei Nauplien beobachtet. Bei meisten 
Arten sind die Durchschnittstiefe der Vertikalverteilung innerhalb der 
taglichen Schwankungsgrenzen derselben im August 1932. 

10) Die Vertikalverteilung von meisten Rotatorien scheint in der 
Stagnationsperiode mit der Vertikalverteilung von pH in innigem Zu- 
sammenhang zu stehen. Der Gehalt des Sauerstoffs und der freien 
Kohlensaure scheint dabei keinen direkten Einfluss auszuiiben. 

11) Die Plankton-Crustaceen scheinen ein ziemlich starkes Oj- 
Defizit und den reichlichen CO s -Gehalt des Seewassers zu ertragen, 
also in einem verhaltnismassig weiteren pH-Bereich vorzukommen. 
Mesocyclops thermocyclopoides und die Jungen der Copepoden 
uberhaupt kOnnen selbst ein bedeutendes bis ganzliches Fehlen des 
Sauerstoffs aushalten. 
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IONIC SPECTRUM OF AIR 

(With 3 Text Figures) 


Katsuyoshi Shiratori 

(Accepted for publication, September 10, 1934) 

1. Introduction 

In the atmosphere the primary electric carriers produced directly by 
many sources of ionizations, such as principally radioactive radiation, 
penetrating radiations and other subordinate actions,** become small ions 
under a certain stable condition of a size about 3x10-®cm radius; their 
mobility is confined to the region from about 1 to several centimeters per 
second per volt per centimeter. The accretion of small ions on the un¬ 
charged nuclei of different kinds and sizes in the lower atmosphere produces 
intermediate ions, Langevin ions and also large ions. Intermediate ions 
have been found in Sydney by Pollock 1 * and asserted by K. Kahler 2 * 
and Israel 8 * even though they are thought to be variable by locality and 
by meteorological conditions. These secondary ions have the mobility over 
the region from about 0.1 to a value less than 10" 4 cm 2 /volt. sec. 

The numerical distribution of ions along the mobility spectrum is not 
uniform and from the study of aerosol by A. Schmaues and Wigand it 
may lead'us to probably expect a continuous spectrum of ions in lower air, 
which is in fact for certain regions of mobilities clearly prefered. 
Kahler 2 * has discussed the regular increases for gross of carriers in atmos¬ 
phere. Whether ionic spectrum is continuous or discontinuous is not yet 
determined decisively; but as a matter of fact the assumption that the 
region from intermediate ions to large ions is continuous can fit the true 
condition fairly well with a certain degree of probability and the continuity 
of the region from small ions to the intermediate ions is uncertain at 
present even though sometimes a gap may be supposed to exist between in 
this region. 

The studies of large ions along the mobility-distribution which are 
recently tried by Nolan / 0 Islael, 0) Booji 7> and Storm/* are in a certain 


*> Lenard effect, ultraviolet light and photo electric effect. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr. Taihoku Imp. l T niv., Formosa. Japan, Vol. XV 
No. 1, April, 1935.] 
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sense the key to the large part of the atmospheric-electric causal relation¬ 
ships, and the spectral composition of the ionic air may be of essential 
importance in considering ionic equilibrium of the lower atmosphere which 
has not yet been fully explained. The ions in the atmosphere seem to be 
always variable and the variation of the distributions of ions over the 
mobility spectrum as well as their variability depending on meteorological 
conditions are the object of the present work. 

2 . Method of Analysis 

The well known principle for the determination of the mobility- 
spectrum of ions is the flow-method. Air containing ions flows through 
a cylindrical condenser which maintains a definite potential difference 
between the two electrode-elements and the ionic current caught by the 
condenser is determined. Under the given apparatus and the given experi¬ 
mental conditions, a certain definite limiting mobility (kg) is associated 
with each value of the ratio between the rate (#) of air-flow and the 
applied potential (?>). as given by the equation 

kg = &/4ncv 

where “c” is the condenser capacity. 

The limiting mobility is so defined that in the apparatus all ions of 
the mobility ( k ) greater than or equal to “kg” will be caught by the 
condenser and for other ions only the percentage ratio (k/kg) of them 
will be caught by it. Thus the characteristic relation of the ionic current 
and “kg” must be determined, from which the distribution of the mobility- 
spectrum of ions can be given. If 0 is kept as a constant, then the “kg” 
depends on the potential (v) only, so that Israel 9 * has shown the current- 
potential characteristic which gives a picture of the ion-distribution among 
each mobility. The disturbance of the electric field at the inlet of the 
condenser disturbs some parts of ions when about to enter into the condenser 
and accordingly the “kg” may be changed into a slightly different one 
as discribed by Itihara 10) and ScHOLTz n> and treated fully by Israel. 12) 
This end effect is due to the inhomogeneity of the field at the entrance for 
the ionic measurement which acts as an additional field in the case of the 
discharging method and as an opposing field in the case of the charging 
method, and may be avoided by using the front condenser which is always 
earthed. The flow of air must be laminar. In our case this was tested 
by smoke in glass-models of similar sizes with the condensers, and the air¬ 
flow was kept withiii this limit. 

The ionic current (/) produced in the condenser under a given experi- 
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mental condition is consisted from the two parts according to “kg”—one 
part is by all of ions of the mobility greater than or equal to “kg”, and 
the other part is by the fraction (A’/kg) of the ions of the mobility less 
than it. 

If the nurnber of ions caught by the condenser is Z per unit volume 
of air, then 

*=//* 

where e is the elementary charge of ion, known as 4.77 X lCT 10 *' Ces. 

The numerical value ( dn ) of ions due to the region of mobility 
between “k” and “k 4- dk ” may be expressed by the equation 

dn = f(k)dk 

Then the following relation may be written. 


put 


kg = ( 


4 irC 


= f“f{k)dk+J-f* k/{k)dk 

''kg d ‘ 0 

v) v 


where C is constant and the “V may be said the equivalent voltage, as 
the kg can be varied by changes of either v or <P ; then 




dV 


Differentiate Z with kg. 


and 


then. 


or 


dZ 

dk, 


^=--}-A k 'kf{k)dk 

kq kq 


= l [*’*Ak)dk 


d'Z _ d 
~dV* ~ dk, 


dZ \ dkg 
dV 


V dV). 


= --^) 


Ak,)=- 


V * d*Z 
C dV- 


•> Along Bendorf (I’hys. ZS. 25. 60. 1924) here the designations of electro, s.u. and 
electro m.u. as Ces, and Cem. 
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Therefore 

f{k)dk=dn= V^L-dV 

dv m 

This is the foundamental principle of the ion-spectrum. Suppose 
two limiting mobilities kg and Kg, and let kg>Ka then the numbers of 
ions (JV) between these two mobilities kg and Kg may be 

n= \ h 'Ak)dk=rmdk-CAk)dk 

J KG AG J k 0 


=(z Kr , - ±-J* e kAk)dk) - (z h ,- J 


dZ dZ 

put k———Z f , and then as—— is negative Z ' may be negatne. 
dk dk 


N= 


{Z+Z>) 


Ka 

kg 


This is the expression of the numerical value of ions which belongs 
to the ion-group of the mobility between kg and Kg. Such group should 
be selected from the point at which the gradient ( dZ/dk ) takes a rapid 
change. 

3. Apparatus and Measurements 

The variation of the numerical distribution of ionic groups due to the 
meteorological conditions as well as the change of the total number of ions 
depending on time-interval are very important questions in the measure¬ 
ment of the ionic spectrum. The greatest difficulty in connection with 
the measurement of the true distribution of ions over the mobility-spectrum 
is to get the result free from the influence of changes of ionic and meteoro¬ 
logical conditions during the measurement. Therefore, assuming the con¬ 
stancy of the relative composition of ion-groups Israel who devised the 
double condenser method, showed percentage distributions over the indivi¬ 
dual mobility devided by the so-called controlling value. But in our 
measurements we modified the ordinary Zeleny-flow-method and special 
attentions were paid on a quick measurement as possible by constructing 
a new sensitive stable electrometer which was set on the anti-vibration- 
stand, and using two cylindrical condensers for the different ranges of 
the mobility at the same time. The construction of this electrometer is 
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shown in figure 1. The two pole-plates which faced each other at the 
side of V-shaped surface and insulated by combinations of amber and 
ebonite, can be adjusted by the four adjustable screws. The two quartz- 
fine-fibers of about 0.002 mm. diameter are jointed together by the very 
small ball of sealing-wax which makes a horizontal pendulum. One of 
these fibers suspended in the pole-space by the insulation of ebonite and 
amber, is silbered and can be connected from an external source to be 
measured, but the other fiber is used as an insulater itself and lets the ball 


A H Se<t»<*n 



a. quartz string i spring-holder 

b. terminal for external source j. adjustable screw 

c quartz fiber spring k window for microscope 

d, e. insulater (amber and ebonite) 1.1' level 

f. V shaped pole-pieces m. mirror 

g. pendulum fine ball t field terminal 

h. resistance for field terminals 
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move along the circular orbit, around the axis of the pendulum between the 
pole plates. 

This action of the pendulum-type of the string and the special form 
of the pole-plate can avoid the contact of the string with the pole-pieces, 
so that the stability of the electrometer is easily controled. By the screws 
Si and S 2 the tilt of the electrometer can be adjusted until the silbered fiber 
becomes parallel with the gravity-field at zero position and thus the 
pendulum-ball suspends freely in the gravitational field. The sensibility 
can be varied according to the alteration of the tilt and the pole-potential. 
The capacity is about 3.2 cm and by using the micrometer of the magnitude 
26, we are able to get a sensibility about 1200 divisions per volt in the 
case of the pole-potential of 200 volt. 

In our experiment the sensibility is kept from 300 divisions to 500 
divisions per volt and in this range the indication is nearly linier within 
the micrometer scale. This electrometer is so well insulated from its stand 
by ebonite that it can be used for both the charging method and also the 
discharging method, though in the latter case the electrometer must be 
inserted at 'V' potential from earth. During measurements the meter was 
set on the anti-vibration-stand for the purpose of making it free from 
instability due to mechanical shocks. 

The forms of the both cylindrical condensers are similar, but different 
in sizes. Special attention is given to the insulation of the condenser as it 
is very difficult to keep good insulation in moistic air of the tropical zone. 
The insulation of the inner electrode consists of amber with ebonite and 
dried by metalic natrium. The condenser is made of brass. The front 
condenser which has the same radius with the measureing condenser and 
12 cm in length is always connected to earth in order to avoid the effect 
of the disturbance of the entrace-field. The dimensions of the measuring 
condensers are, that one condenser is constructed with a inner cylinder of 
1.35 cm in diameter, 150 cm in length and an outer cylinder of 2.50 cm in 
diameter, whose capacity is determined as 117 cm by the measurement, and 
also the other condenser is constructed with a inner cylinder of 0.65 cm in 
diameter, 86 cm in length, and an outer cylinder of 5.00 cm in diameter 
and the capacity is 21.0 cm. 

The larger elements is used for the range of mobility over 0.05 cm/sec. 
volt/cm, and the smaller one for the range of mobility less than 0.5 cm 2 / 
volt. sec. During the measurement the aspiration velocity is always care¬ 
fully kept within the limit of laminar flow in order to avoid the influence 
of the turbulence. 
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The experiment has been carried out in the small cottage which is the 
same as in the case of the conductivity-observation. 18) The inside is wholly 
covered with the earthed tin-plates except the window. One part of the 
room is separated independently from the other part by a metalic wall, 
where the electrometers, flow-meters, aspirating-fun and all other equip¬ 
ments of the measuring apparatus are set in and the observer is able to 
treat all the apparatus only in this separated part of the cottage, and 
therefore, any possible fault due to the presence of the observer and the 
electrical sources used for the measurement may not be considered at all. 
The condensers are set in the center of the room and through the separated 
wall they are connected to the electrometers. Fig. II is the outline of the 
arrangement of the experiment. 

Before experimenting the room-air is made fresh and then during the 
measurement the window is kept very slightly opened, and the aspirated 
air is exhausted outside the room. 
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Both condensers are used at the same time and their readings are 
simultaneously operated in order to get measurements for the wide-range 
of mobility as quickly as possible and also to avoid the influence due to 
the change of the air-nature during the time of the experiment by measur¬ 
ing as quick as possible. 

Some of the results are taken by the discharging method, and some 
of them by the charging method, but both methods show always similar 
results. Before and after each measurement we test the residual effect or 
apparent charging when there is no air-flow or no applied potential of the 
condenser-field, this effect is very small in our case and much smaller in 
the case of discharging method than in that of the charging method. 
Each set of the spectrum is finished within an interval of or about 15 to 
20 minutes. 


4. Ionic spectrum 

The measurements of the distribution of the mobility-spectrum have 
been done for the range from 2 to far as 0.0001 cm per sec. volt per cm, 
covering over the wide parts from small ions to large ions. 

Table A at the end of this paper gives the twenty six spectrums of 
the experimental results which were obtained in various weathers during 
December(1933) and January (1934). The meteorological conditions in 
the table are the mean values in the interval just before and after each 
measurements. 

As clearly seen from these materials, the distribution of ions along the 
mobility-spectrum showed large variations each other,—really one may vary 
from others by weather conditions or the distribution may differ by the time 
observed Israel and Schultz 14) tried to find the characteristic difference of 
the distributions for his four regions of the spectrum from locality to 
locality. It is proposed by Israel that the total ions are divided arbitrarily 
into four regions such as 

Ultra-large ions (mobility k^2. 5x lO^cm/sec. volt/cm) 

Langevin ions (mobility 2.5 to 10 x lO^cm/sec. volt/cm) 

Large intermediate ions (mobility 10 to 100X 10^cm/sec. volt/cm) 
Small intermediate ions (mobility £g;100x 10^cm/sec. volt/cm) 

But Booji 15) or his co-worker 16) also used some little differences in limits 
of these regions for the results at Insbruck and Leiden (Holland). - 

Now selecting arbitrarily “kg” and “Kg” in the equation of “N”, the 
total spectrum are divided into eleven regions belonging to four groups, 
which are given as follows:— 
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Group 

Region 

Limits of Mobility 
kg (b* Kg 


a 

>2.0000 x lO" 4 

Small ions 

b 

1.5000 


c 

1.0000 


d 

5000 


e 1 

1000 

Intermediate ions 

f 

500 



100 

i 

h 1 

50 

Langevin ions 

i 

10 


j ' 

5 

Ultra-large ions 

k 

1 


Now, if we assume the existence of the normal distribution of the ionic 
spectrum for the winter condition of this locality, then such a normal 
spectrum might be able to be represented by the mean spectrum-distribu¬ 
tions of all indhidual observations in just the same way as in the climato- 
rology for finding the normal \alue of the meteorological elements; and 
the variance of each of the regions in the normal spectrum may be deemed 
to be a measure of the stability of the region for various conditions of 
weather in the season. 

By such a method, the following table ghes the normal distribution of 
the ionic spectra for the winter type. 

Normal ion-spectra (winter type) 


Group 

1 Normal 

Variance 

Regions 

Normal 

Variance 

| Distribution 

0 

c) 

Distribution 

('?) 


Pos. 

| Neg. 

Pos. 

N eg. 


1 Pos. 

' Neg. 

Pos. 

i Neg. 



i 



a 

1 76 

91 

79 

1 59 

Small ions 

213 

[ 204 

42 

1 39 

b 

| 36 

27 

73 

89 





i 

c 

1 42 

i 36 

79 

8S 



l 

j i 

1 i 


1 

! 

d 

' 60 

j 50 

62 

83 



1 


i 

c 

147 

159 1 

58 

66 

Intermediate ions 

621 

1 

717 1 

51 1 

| 50 

f 

1 95 ' 

91 1 

94 

65 


i 




g 

227 j 

237 1 

82 

65 



1 



h 

179 ' 

239 

_i 

103 

103 

Langevin ions 

4048 

4645 1 

81 

100 

i 

1326 | 

1039 

94 

106 






j 

2696 

3638 j 

99 

113 

Large ions 

10740 

11010 * 

64 

65 

k 

10740 

11010 | 

64 

65 
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Temperature 

17.5 

23 

Pressure 

765.6 

5 

Humidity 

82 

14 

Wind vel. 

3.2 

74 

Cloudiness 

9 

31 


♦ 


The numerical value of the column of Variance in the table is the 
percentage standard deviation of the ionic number of the normal spectrum. 
From the table we may briefly see the fact that in winter the ionic distribu¬ 
tion of each region in the mobility can not be found so great a difference 
between the positive ion-spectrum and the negative ion-spectrum; and that 
the small-ion-group the positive slightly exceeds the negative, though in 
the other groups the negative is rather in excess than the positive. The 
numerical values of each ionic distribution arc about 210 for the small*ion- 
group, about 670 for the intermediate, about 4300 for Langevin-ion-group 
and about 11000 for the large-ion-group, so that each of them correspond 
roughly to 1%, 4, 26% and 68 respectively in percentages of the whole 
ionic content from small ions to large ions. The deviational variances give 
significant differences for each region. In comparison with this result, it 
is noted that in the a-rigion the negative may be said to be much more 
stable, as the positive variance is much larger than the negative, but in the 
regions “b”, “c” and “d” the positive variances are far less than the nega- 
* tive, therefore in these regions the negative ions are more unstable than the 
positive; that the e-region is comparatively steady, showing a small variance 
and for the regions “f” and “g” the positive variance is much less than 
the negative; that the variance is maximum for both positive and negative 
in the regions “h”, “i” and “j”, hence the ions of these regions are most 
unstable; and that the k-region has nearly the same variance for both 
positive and negative which is comparatively small. 

Even though each region shows such a rather large variance as above, 
if we will only consider the whole of each group covering each region, then 
the deviational variance is reduced to a far smaller value as seen in table. 
The smallest variance is for the group of small-ions and the largest is for 
the group of Langevin-ions; in respect to this result it may be regarded 
that the small-ion-group is comparatively steady and the group of Langevin- 
ions are most fluctuable in both positive and negative ion-spectrum; but it 
must be noticed that* especially in the Langevin-ion-group the negative 
variance is far larger than the positive. 
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For the percentage distribution of the normal ion-spectrum see the 
following table. 


Percentage Construction of the Normal Spectrum (winter) 


. _ _ . _ 



i 


/ 

Region 

Percentage 

Distribution 

Group 

| Percentage 

Distribution 


Pos. 

Neg. 

| 

_] 

Pos. 

Neg. 

a 

0.5 

1 0.5 




b 

0.2 

0.2 

Small ion 

1.4 

1.2 

c 

0.3 

0.2 




d 

0.4 

0.3 ( 

1 



e 

0.9 

1 0 

I 

I 


f i 

0.6 

0.5 

Intermediate-ion . 

1 

4.1 

4.3 

S 1 

1 5 

1.4 

1 

1 



h | 

l.l 

1.4 




i 

8.5 

6.3 

Langevin-ion 

25.7 

28.3 

J 

172 

22.0 


l 


k 

68.8 

66.2 

Large ion 

68.8 

66.2 


The Fig. 3 is the graphical representations of these percentage con 
structions of the normal ‘pectrum. 



From the table A we may pick up some of characteristic spectrums 
which correspond to the conditions of the weather as described below. 

The spectrum no. 2 was a typical one of the fine warm dry day type 
as in summer time when the weather conditions were temperature 22.4°C, 
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humidity 58%, wind velocity 4.5 E, and cloudiness 2 K. In this case the 
regions “e”, “f”, “g”), were very small and the negative increased from the 
h-region and the positive increased from the i-region; and as a characteristic 
feature the negative is far larger than the positive for the a-region though 
the positive exceeds the negative for the other regions in the small-ion- 
group—this excess of negative ions of the a-region may agree with the 
typical conductivity of summer 1T) type. 

The whole ionic number is 2580 for the positive and 2530 for the 
negative, so that these contents are comparatively very poor. For the 
percentage distributions of groups, the small-ion-group is relatively pre¬ 
dominated, and especially in the positive it exceeds far the intermediate-ion- 
group as seen in the following result. 


Percentage distribution (fine, warm dry day) 
Whole ionic contents — 2530) 


Region 

Pos. 

Neg. 

Group 

Pos. 

Neg. 

a 

1.6 

4.3 




b 

2.3 

0.0 

Small ion 

7 1 

6.4 

c 

0.9 

0.4 




d 

2.3 

1.7 




e 

0.9 

0.6 




f 

1.0 

| 0.1 

Intermediate-ion 

3.7 

8.3 

S 

O.S 

0.3 1 




h 

1 

7.3 1 

: 



i 

21.9 ' 

l 

4.6 

Langevin ion 

I 

24.2 | 

33.3 

j 

2.3 l 

2S.4 

1 



k 

65.0 | 

52.0 1 

Large ion 

65.0 

52.0 


The no. 22 is the ionic spectrum such as in the case of a NE monsoon 
windy evening when it becomes fine after a few cloudy days of monsoonic 
weather. The temperature is low, humidity is considerable high and wind 
is about 7 m/sec. As the distributions of ions in percent shows here as 
below, the positive predominate in these regions “e”, “f” and “g” and 
inversely the negative exceeds significantly in the k-region. For the posi¬ 
tive there are two gaps at the regions “h” and “d”, but for the negative 
one of them at the “h” is vanished. 
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Percentage Distribution (NE monsoon windy fine day) 
Whole ionic contents Z ^9goo) 


Region 

Pos. 

1 Neg. 

Group 

, Pos. 

Neg. 

a 

0.8 

0.9 


1 


b 

0.1 1 

i 0.4 

Small ion 

1.4 

1.8 

c 

0.3 

0.2 

1 

1 1 


d 

0.2 

0.3 




c 1 

1.3 

0.6 


1 

i 

1 


f 1 

1.0 

0.5 

t 

Intermediate-ion 

, 47 

4.9 

g 

1.9 

2.8 


1 1 


h 

0.5 

1.0 


1 


i 

9.0 

6.1 

Langeun ion 

1 

51.0 

13.2 

j 

42.0 

7.1 




k 

42.0 

80.7 

Large ion 

42.0 

80.7 


The group of intei mediate-ions predominated much more than the 
small-ion-groups and for the positive Langevin ions exceed Large ions. 

The spectrum no. 20 is the case of that of a slight foggy day in which 
weather temperature is \erv low, and humidity very high. 

The distribution is as follows:— 


Percentage Distribytion (cold wet foggy day) 
Whole ionic contents ~ 17730) 


Region 

Pos. 

Neg. 

Group 

Pos. 

1 Neg. 

a 

0.2 

0.6 



1 

| 

b 

0.4 

0.0 

Small ion 

1.3 

0.7 

c 

03 

0.1 




d 

0.4 

00 




e 

■ 

0.9 

0.5 


i 

1 


£ 

0.1 

1.1 

Intermediate-ion 

5 3 

5.1 

g 

4.3 

2.1 




h 

0.0 

1 4 


1 .... . 


i 

0 

2.0 

Langevin-ion 

3.0 

70.2 

j 

0.0 

68.2 




k 

90.4 

24.0 

Large ion 

90.4 

24.0 
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As above seen, for the positive the regions “h” and “j” are vanished 
and the region “k” is distinctly predominated; but for the negative there 
are no such gaps like the positive between the regions from “d” to "k”, and 
most significant is the region “j” in the Langevin-ion-group. These 
characteristic may be due to the effect of foggy weather. 

The spectrum no. 26 is the case of that of a rainy day. It was a 
moderate rain-fall and the rain-drops were comparatively rather larger as a 
winter rain, which was caused by cold air mixing with a tropical hot air 
mass, but a few hours after the measurement it became fine. The tempera¬ 
ture was very low. The whole ionic content was very large as like Z±20000, 
and the percentage distribution was as follows. 


Percentage Distribution (rainy day) 
Whole ionic contents Z 20000 


Region 

Pos. 

Neg. 

Group 

| Pos. 

Neg. 

a 

0.5 

• 0.7 

i 



b 

0.1 

0.1 

1 

1 Small ion 

1.5 

1.0 

c 

0.4 

0.1 

1 



d 

0.5 

0.1 

! 



e 

1.2 

2.2 




f 

0.6 

0.6 

1 

Intel mediate-ion 

1 

5.8 

5.4 

S 

2.5 

1.2 




h 

1.5 

1.4 

• 



i 

5.7 

4.4 

J Langevin-ion 

22.7 

15.2 

j 

17.0 

10.8 

1 



k 

70.0 

78.4 

1 Large ion 

70.0 

78.4 


For the positive the b-region was so small as to make a gap and the 
distribution became larger toward the large-ion-group. 

The spectrum no. 9 was just taken at end of the moderate rainy 
weather, and two and a half hours after this we got another spectrum no. 10. 
The weather condition of no. 9 was calm, high humidity (98%) and low 
temperature; but for no. 10 it became dry (humidity 63%) hot (tempera¬ 
ture 24.1°C and wind velocity 3.0 m/sec.) and the air was vehy clean for 
good sightness. 

Regarding these results they are very interesting because the whole 
ion number was doubly increased in the latter, especially there was much 
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increase in the negative, just as the positive exceeded the negative in the 
former and inversed in the latter. 


Percentage Distribution 



No. 9 | 

No. 

10 

Whole ionic 

+ 

_ 

+ 

_ 

content 

| 16000 

13250 

298000 

32400 

Region a 

0.4 

0.1 

0.9 

0.4 

b 

0.1 

0.1 

0.0 

0.3 

c 

0.1 

0.1 

1 0.0 

0.3 

d 

0.1 

0.1 

0.1 

0.1 

Small-ion-gTOup 

I (0.71 

(0 4) 

(1.0) 

(l.D 

e 

0.2 

0.8 

1 0.4 

0.9 

f 

! 0.4 

0.3 

1 0.3 

0.0 

e 

0.9 

1.6 

1.1 

1.2 

h 

, °‘ 9 

2.9 

| 0.7 

1.2 

Intermediate-ion-group 

(2.4) 

| (5.6) 

(2.5) 

(3.3) 

• 

1 

13.1 

15.3 

13.6 

10.2 

j 

12.0 

6.5 

3.7 

4.9 

Langevin-ion-group 

! (25.1) 

(21.8) 

(17.3) 

(15.1) 

• k 

| 72.0 

| 72.0 

79.2 

80.6 


As these percentage distributions o\er each region are shown in the 
above table, we can note that in the former spectrum the regions “a”, “b’\ 
“c’\ “d” were rather very small though in the latter the “d” was still 
smaller and that in 2% hours after rain as a relative value a comparatively 
large increasing occured in the region “a”, “e” of the positive and in the 
region “a”, “b”, “c” of the negative and a significant decreasing was in 
the region “j” of the positive and the region “h”, “j” of the negathe; 
therefore when the weather became fine after rain the small-ion-group 
increased and the Langevin-ion-group decreased for the both signs. 

The spectrum no. 12 was taken in the monsoonic drizzle weather of a 
considerable strong NNE wind. The whole ionic content was very large 
like Z+ 29700 and Z- 35700, especially large in the negathe; the distribu¬ 
tion being as follows. 

There were two gaps at “b” and “h” for the positive and one gap at 
"b” for the negative. The small-ion-group for the negathe was relatively 
small in spite of that in the region “a” the negative was larger than the 
positive. 

The spectrums no. 14 to no. 19 were the observational results at 
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Percentage Distribution (NNE windy monsoonic drizzle) 

U7 , , . . , ^ (Z+ = 29700\ 

Whole ionic contents! ^ — 35700 ) 


Region 1 

Pos. 1 

Neg. 1 

Group 

| Pos. 1 

Neg. 

a 

0.3 

0.4 


I 


b 

0.1 

0.0 

Small ion 

l 

1.0 

0.5 

c 

0.2 

0.0 




d 

04 

0 1 


t 1 


e 

06 

0.4 


1 


f 

0.6 

0.3 

Intermediate-ion 

2 7 

| 1.9 

g 

1.3 

0.6 




h 

0 2 

0.6 


1 

l 

* 

i 

10.8 

7.3 

Langevin-ion 

i 

34.7 

30.3 

i 

23.9 

23.0 


' . 1 


k 

61.6 

67.3 | 

Large ion 

61.6 

67.3 


midnight and in the early morning of monsoonic drizzly weather, and thui 
we may be able to treat as one example of the change of the mobility 
spectrum during the night from the next table of the percentage distribu 
tion. 


Percentage Distribution (monsoon night) 



Time (Jan. 1-2) 

h m 
23 40 

h 

2 

h 

4 

h 

6 

h m 

7 20 

h m 
8 30 


Whole ion contents 

15300 

13400 

10600 

8200 

8600 

^ 6500 


Region a 

| 0.3 

1.3 

1.9 

1.5 

0.4 

2.1 


b 

0.7 

0.3 

0.0 

0.1 

0.6 

0.4 


c 

0.8 

0.3 

0.1 

0.3 

0.3 

0.2 


d 

0.7 

0.6 

0.2 

0.5 

0.6 

0.8 


(Small ion group) 

(2.5) 

(2.5) 

(2.2) 

(2.4) 

0.9) 

(3.5) 


e 

0.4 

1.0 . 

1-0 

0.9 

1.5 

1.5 

Pos. 

f 

1.1 

0.4 

0.8 | 

0.7 

0.7 

0.5 


g 

0.5 

0.3 

1.8 

2.4 

2.1 

3.5 


. h 

0.2 

0.4 

6.1 

0.6 

0.9 

3.5 


(Intermediate ion) group 

(2.2) 

(2.1) 

(9.7) 

(4.6) 

(2.2) 

(9.0) 


i 

11.0 

11.2 

0.7 

2.8 

*2.2 

1.2 


j 

1.3 

15.7 

6.1 

14.2 

10.4 

18.3 


qppngevin ion group) 

(12.3) 

(26.9) 

(6.8) 

(17.0) 

(12.6) 

(19.5) 


k 

83.0 

68.5 

81.3 

75.0 

80.3 

67.0 
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Time (Jan. 1-2) 

h m 1 
23 40 

h 

2 

h 

4 

h 1 
6 

h m 

7 20 

h m 
8 30 

Whole contens 

15200 

15400 

12000 

9800 

14100 

7300 

Region a 

1.7 

1.2 

1.0 

0.9 

0.6 

1.2 

b 

0.0 

0.3 

0.2 

| 0.2 

0.2 

0.1 

c 

0.1 

0.2 

0.2 

1 0.2 

; 0.1 

0.4 

d 

0.1 

0.5 

0.2 

0.7 

0.4 

0.3 

(Small ion group) 

(1.9) 

(2.2) 

0 .6) 

(2.0) 

(1.3) 

(2.0) 

e 

2.2 

0.7 

1.3 

1.6 

1.1 

1.1 

f 

0.4 

0.8 

1 0.8 

0.9 

0.7 

1.1 

g 

1.7 

2.1 

1 1.7 

1.1 

i 

1.0 

1.7 

h 

1.6 

0.6 

1 0.6 

1.0 

1.5 

0.7 

(Intermediate ion) group 

(5.9) 

(4.2) 

1 (4.4) 

(4.6) 

(4.3) 

| (4.6) 

i 

0.7 

6 5 

l 3.1 

0.6 

1.7 

| 0.3 

j 

14.5 

12.3 

6.7 

6.1 

1.7 

1 13.6 

(Langevin ion group) 

(15.2) 

(18.8; 

(9.8) 

(6.7) 

(3.4) 

! (13.9) 

k 

77.0 

74.7 

84.2 

86.7 

91.0 

79.5 


These experimental observations were done during the monsoonic 
cloudy weather almost always with drizzle rain when temperature, pressure 
and cloudiness did not vary so much and from early morning it became 
rather windy, having shown decreases of humidity; therefore the weather 
conditions except wind velocity and humidity might be seemed remain 
nearly unchanged. And still a considerable regular variation of the dis¬ 
tribution of the ionic mobility-spectrum during midnight and morning 
can be found as seen from the above table. 

5. Ionic groups and meteorological conditions 

Supposing these 26 results in the table A be perfectly random ionic- 
spectrums, the relationship between each group can be examined by 
statistical correlations as shown in the table below. 

From these findings we may see that the distributions of both signes 
in the same group correlate very high positively, whose coefficients being 
all over 60 percent, thereby the positive and the negative can be seemed to 
vary almost in parrallel; that the correlations between different groups are 
comparatively not much large, as among of them the coefficients greater than 
50 percents are only for the relations of those large-ion-groups with the 
negative intermediate-ion-group and the Langevin-ion-groups with the 
opposite sign of the large-ion-groups, and almost of the coefficients be¬ 
tween different groups are positive except few of those like the positive 
Langevin-ion with small-ion-group, the negative Langevin-ion-group with 
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Correlation coefficient between 
each groups (no. of individuals=26) 




Small-ion- 

group 

Intermediate- 

ion-group 

Langevin- 

ion-group 

Large-ion- 

group 

Pos. 

Neg. 

Pos. 

Neg. 

Pos. 

Neg. 

Pos. 

Neg. 

Small-ion- 

( Pos. 

100 

64 

2 

-14 

—0 

5 

22 

19 

group 

* Neg. 

64 

100 

1 

4 

-4 

-J2 j 

13 I 

14 

Intermediate- 

r Pos. 

2 

1 

100 

66 

38 

30 

25 

32 

ion-group 

1 Neg. 

-14 

4 

66 

100 

35 

28 

51 

53 

Langevin-ion- 

( Pos. 

-0 

->4 

38 

35 

100 

67 

43 

54 

group 

1 Neg. 

5 

-12 

30 

28 

67 

100 

50 

10 

Large-ion- 

r Pos. 

22 

13 

25 

51 

43 

50 

100 

75. 

group 

1 Neg. 

19 

14 

32 

53 

54 

10 

75 

100 


the negative small-ion and the negative intermediate-ion-group with the 
positive small-ion which are negative; and that the large-ion-group corre¬ 
late positively with all other groups, therefore in general all groups tend 
to become rich when the large-ions are plenty. Important is the fact that 
it is only the small-ion-groups that are in a weak irregular relation with 
other groups when compared with the correlational closeness of each ionic 
group. 

The correlations between each group and meteorological elements are 
as follows:— 

Correlation coefficients between ion-group and meteorological 
conditions (in%) (no. of individuals = 26) 




Temp. 

Wind 

vel. 

Humid. 

Press 

Cloud. 


j Pos. 

-43 

34 

23 

40 

33 

Small-ion-group 

1 Neg. 

-28 

24 

-0 | 

32 

6 


[ Pos. 

-8 

-14 

8 

2 

24 

Intermediate ion-group 

l Neg. 

22 

-29 

-4 

-25 

23 


( Po8. 

12 

3 

11 

-32 

-1 

Langevin-ion-grup 

i Neg. 

5 

3 

6 

-17 

18 


| Pos. 

1 

-14 

6 

-22 

33 

Large-ion-group 

t Neg. 

4 

-22 

-3 

-21 

12 

Temperature 


100 

-45 

-82 

-88 

-39 

Wind velocity 


-45 

100 

40 

43 " 

-19 

Humidity 


-82 

40 

100 

68 

66 

Pressure 


-88 

43 

68 

100 

39 

Cloudiness 


-39 

-19 

66 

39 

100 
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Regarding the meteorological elements during these experiments, the 
temperature correlates negatively with other elements—especially high 
negative relation with humidity and pressure, and wind velocity takes a 
weak negative coefficient with cloudiness, but all other coefficients between 
elements are positive. 

Temperature takes considerable strong negative coefficients with the 
small-ion-groups and also a very weak negative one with the positive inter¬ 
mediate-ion-group, but positive coefficients with other ionic groups. Wind 
velocity is in positive relation with the small-ion-group and also with 
Langevin-ion-group though very weak within the limit of probable error, 
and in negative relation with intermediate-ion-group and large-ion-group. 
Relative humidity gives negative coefficients with the negative ionic groups 
except the Langevin-ion-group even though all these coefficients are very 
small within the limit of probable errors, but relatively much larger positive 
coefficients with each positive ionic group than the negative coefficient with 
the negative group. The coefficients of pressure are strong positive for 
small-ion-group and negative for the other three ionic groups with excep¬ 
tion of the positive intermediate-ion-group for which it is slightly positive. 
Cloudiness seems to act in positive correlation for each ionic group in this 
season with one weak exception for the positive Langevin-ion-group. 

As already described, it may be noted that in general the influences 
of these meteorological elements excluding cloudiness look opposite for 
small-ion-group and for other ionic groups; this relationship may be ex¬ 
pected from the theory of ionic balance and may explain one of the causes 
that only small-ion-group shows a weak irregular relation in case of correla¬ 
tion between each ionic groups. 

An extremely strong influence of the meteorological conditions for 
ionic groups seems to appear upon the small-ion-groups, particularly for 
which the positive group gives relatively larger coefficient than the 
negative. The fact that the coefficients of the small-ion-group are negative 
with temperature and positive with wind velocity and pressure, looks to be 
in good agreement with the case of the atmospheric electrical* lb> conduc¬ 
tivity in this season; because the conductivity is mainly due to small-ions 
and correlations of the conductivity in this locality in winter is found by 
our previous tl9) study to be negative with temperature and positive with wind 
velocity and pressure. 

For the intermediate-ion-groups the negative ions correlate more 
intense with weather conditions than the positive. 

The coefficients of the Langevin-ion-groups are almost very weak and 
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among them only the one between pressure and positive ions is apparently 
significant. 

Large-ion-groups are just opposite to the small-ion-group and gives 
negative correlation with pressure and wind velocity, positive correlation 
with cloudiness in spite of very weak correlations with temperature and 
humidity within their probable errors. 

Regarding these coefficients between ionic groups and meteorological 
elements they are of course not the relationship between absolutely pure 
influences of each single factors, but include implicity the resultant in¬ 
fluences of other factors therefore by eliminating these influences of the 
other factros by a partial correlation we will try the relational influence of 
a pure single meteorological element upon ionic groups as below. 


Partial Correlations 

(Fourth order correlation coefficient eliminating influence 
of the other 4 meteorological elements) 




Temp. 

Wind 

vel. 

Humid. 

Press. 

Cloud. 


Pos. 

' -0.760 

0.894 

-0.912 

-0.716 

0.916 

Small-ion-group 

Neg. 

-0.494 

0.561 

-0.683 

-0.218 

0.593 


Pos. 

-0.230 

0.053 

-0.202 

0.014 

0.171 

Inter mediate-ion-g roup 

N eg. 

0.040 

-0.042 

0.012 

-0.138 

0.175 


Pos. 

-0.008 

-0.000 

0.298 

-0.362 

-0.129 

Langevin-ion-group 

Neg. 

-0.232 

0.336 

0.244 

-0.401 

0.388 


Pos. 

-0.580 

0.476 

-0.576 

-0.707 

0.685 

Large-ion-group 

Neg. 

-0.364 

0,034 

-0.233 

-0.431 

0.257 


From this result we may find that the small-ion-groups have the 
largest partial coefficients with weather-conditions and the large-ion-groups 
have the next large coefficients; and that for the fourth order of the partial 
correlational relationship the temperature, pressure and humidity show 
almost negative coefficients, and wind-velocity and cloudiness show positive 
coefficients. (1934-3-28) 
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Table A. Ionic Spectrum 

(Z' was taken by a graphical method) 

No. 1 Dec. 26, 1933. 17 h 55“ 

Kg 

2.0 
1.5 
1.0 
0.5 
(0.3) 

0.1 
0.05 
0.01 
(0.007) 

0.005 
(0.004) 

0.001 
0.0005 
0.0001 

Temperature 19.3° Humid. 80% 

•Pressure 763.5 mm Wind 0.6 W 

Cloud 3 K 

(Weather:—Calm clody, later fine.) 

No. 2 Dec. 27, 1933. ll h 10“ 


N 

1 

12 
43 
U5) 
(0)15 
3 
7 

(15) 
(170) 185 
( 8 ) 

(117) 125 
720 
1310 

Temperature 22.4° Humid. 58% 

Pressure* 764.0 mm Wind 4.5 E 

Cloud 2 K 

(Weather:—Warm and dry, fine.) 



Positive 

Negative 

Z 

Z + z* 

N 

Z 

Z+z' 

N 

117 

57 

— 

118 

78 

— 

135 

75 

18 

138 

78 

0 

160 

100 

25 

172 

92 

14 

230 

130 

30 

210 

135 

43 

(275) 

(185) 

(55) 

(240) 

(192) 

(57) 

340 

290 

(105) 160 

295 

245 

(53) 110 

388 

308 

18 

318 

293 

48 

500 

330 

22 

392 

332 

39 f 

(558) 

(348) 

(18) 

(500) 

(360) 

(2S) f 

650 

350 

(2) 20 

550 

400 

(40) 68 

(725) 

(365) 

(15) 

(600) 

(480) 

(80) 

1700 

700 

(335) 350 

2100 

600 

(120) 220 

4580 

1830 

1130 

4700 

700 

100 

6680 

4480 

2650 

10980 

8980 | 

8280 
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No 

3 Dec 27, 

1933 15 h 2 n 

i 




Kir 


Positive 



Negative 


“•8 








2 

Z+z* 

N 

Z 

Z-f z' 

N 

2.0 

249 

29 

- i 

160 

60 

— 

1.5 

304 

124 

95 

178 

103 

43 

1.0 

360 

260 

136 

187 

137 

34 

0.5 

416 

356 

96 

195 ! 

170 

33 

(0.3) 

(440) 

(404) 

(48) 

(210) 

(180) 

(10) 

0.1 

493 

433 

(29) 77 

250 ! 

200 

(20) 30 

0.05 

522 

497 

64 

| 270 

255 

55 

0 01 | 

1 565 

515 

18 

| 320 

260 

5 

(0.007) 

1 (573) 

(538) 

(23) 

j (420) 

(280) ! 

(20) 

0 005 

| 

578 

563 

(25) 48 

| 550 

350 

(70) 90 

(0 004) 

! (583) 1 

(571) 1 

(8) 

J (640) 

(480) 

(130) 

o.ooi | 

! 760 

660 

(89 )97 

j 1150 

950 

(470) 600 

0 0005 

1 1930 1 

930 

270 

2130 . 

1130 

180 

0 0001 

j 3820 1 

3400 

2470 

3420 1 

3100 i 

i 1970 


Temperature 21. 

1° 

Humid. ( 

>9% 



Pressure 761 

5 mm 

W’ind 

3 IE 



Cloud 9 SK 






(Weather —Warm a 

.nd dr> ) 



No 

4 Dec 28, 

1933 12 h 5* 

u 






Positive 



Negative 


Kg 


- — 

- — 





Z 

1 ! 

N 

Z 

Z + z' 

N 

2.0 

96 , 

1 56 

— 

148 

58 

1 “ 

1.5 

105 1 

1 75 

19 

220 

126 

68 

1 0 

132 

I 82 

1 2 

290 

130 

4 

05 

190 

1 100 

, 18 

415 

280 

150 

(0 3) 

( (250) 

(115) 

, (15) 

(478) 

(388) 

(10S) 

0 1 

470 

270 

(155) 170 

5S0 

480 

(92) 200 

0.05 

560 j 

410 

140 

1 600 

580 

100 

0.01 

, 1330 

930 

520 

1380 

630 

50 

(0.007) 

| k 1560) 

(1000) 

(70) 

| (1580) 

(1230) 

(600) 

0 005 

1700 

1 1300 

(300) 370 

1720 

1570 

(340) 940 

(0.004) 

(1800) 

(1440) 

(140) 

j (1800) 

(1640) 

(70) 

0.001 

3700 

2200 

(760) 900 

4450 

1950 

(310) 380 

0.0005 

5500 

3500 

1300 

9400 

5400 

3450 

0 0001 

7600 

7000 

j 3500 

1 9700 

9520 

4120 


Temperature 22.5 

Humid. 7 

0% 



Pressure 763.1 mm 

Wind Calm 



Cloud 9 KC 






(Weather — 

•Calm, very i 

*arm cloudy ' 

) 
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No. 5 Dec. 28, 1933. 14 h 10 m 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+z' 

N 

Z 

Z+z' 

N 

2.0 

110 

10 

— 

130 

70 

— 

1.5 

138 

63 

53 

144 

99 

29 

1.0 

165 

115 

52 

160 

130 

31 

0.5 

192 

152 

1 37 

178 

158 

28 

(0.3) 

(250) 

(166) 

(14) 

(218) 

(173) 

(15) 

0.1 

395 

305 

(139) 153 

304 

254 

(81) 96 

0.05 

440 

390 

85 

437 

302 

48 


Temperature 23.9° Humid. 58% 

Pressure 762.8 mm Wind Calm 

Cloud 10 SK 


No. 6 Dec. 28, 1933 15 h 10*» 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+z' 

N 

Z 

Z+z' 

i N 

t - - 

2.0 

128 

8 

— 

150 

70 


1.5 

155 

65 

57 

172 

112 

42 

1.0 

183 

123 

58 i 

195 

155 

43 

0.5 

245 

185 

62 I 

275 | 

155 

0 

(0.3) 

(320) 

(200) 

OS) 

(340) 

(226) 

(71) 

0.1 

618 

458 1 

(258) 273 

450 1 

396 

(170) 241 

0.05 

1045 

615 

157 | 

495 | 

450 

54 


Temperature 23.2° Humid. 62% 

Pressure 761.0 mm Wind 0 

Cloud 10 


No. 7 Dec. 28, 1933. 16 h 10® 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+z' 

N 

Z 

Z+z' 

N 

2.0 

122 

11 

— 

120 

20 

— 

1.5 

158 

43 

32 

170 

20 

0 

1.0 

193 

123 

80 

220 

120 

100 

0.5 

245 

145 

22 

270 

220 

100 

0.1 

927 1 

457 

312 

710 

500 

280 

0.05 

1165 

930 

473 

800 

695 

” 195 


Temperature 22.5* Humid. 71% 

Pressure 7615 mm Wind 0.5 

Clond 10 






Iso 9 Dec 29 1933 llMO™ 


Kr 


Positive 



ISegativi 


z 

Z + z' 

N 

Z 

Z + z 

N 

2.0 

85 

61 

— 

43 

15 

— 

1.5 

91 

73 

12 

50 

29 

14 

1 0 

97 

85 

12 

62 

48 

19 

0.5 

120 

95 

10 

85 

60 

12 

(0 3) 

(130) 

(115) 

(20) 

(115) 

(70) 

(10) 

0.1 

186 

126 

(ID 31 

200 

160 

(90) 100 

0 05 

240 

190 

64 

345 

, 200 

40 

001 

357 

327 

137 

760 

415 

215 

(0 007) 

1 (674) 


(247) 

(980) 

(455) 

(40) 

0 005 

970 

470 

(223) 143 

1180 

805 

(350) 390 

(0.004) 

(1100) 

(700) 

(230) 

(1310) 

(1010) 

(205) 

0 001 

3270 

2570 

(1870) 2100 

3600 

2840 

(1830) 2035 

0 0005 

9480 

4480 

1910 1 

9200 

3700 

860 

0 0001 

18200 

16000 

11520 

14600 j 

13250 

9550 


Temperature 18.2° 

Humid ! 

me 



Pressure 760.2 mm 

Cloud 10 N 

Wind 

0 



(Weather —just at end of Rainfall) 
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No 10 Dec 29, 1933 13*45“ 


Kiz 


Positive 



Negative 



z 

Z+z 

N 

Z 

Z+z' 

N 

2.0 

279 

259 

— 

310 j 

130 

— 

1.5 

286 

266 

7 

354 

219 

89 

1.0 

294 

280 

14 

402 

302 

83 

0.5 

330 

295 

15 

470 

320 

18 

(0.3) 

(378) 

(306) 

(ID 

(SS0) 

(424) 

(104) 

0.1 

500 

400 

(94) 105 

695 

615 

(191) 295 

0.05 

590 

490 

90 

820 

620 

5 

0 01 

900 

820 

330 

1350 

1000 

380 

(0.007) 

(1250) 

(872) 

(52) 

(1650) 

(1020) 

(20) 

0 005 

1630 

1030 

(158) 210 

1850 

1400 

(380) 400 

(0 004) 

(1810) 

(1090) 

(60) 

(1950) 

(1590) 

(190)' 

0.001 

6200 

5100 

4070 

6110 

4710 

(3120) 3310 

0.0005 

18700 

6200 

1100 

16300 

6300 

1590 

0 0001 

33500 

29800 

23600 

37400 

32400 

26100 


Temperature 24.1° Humid. 63% 

Pressure 756.9 mm Wind 3.0 E 

Cloud 3 SK. KC. 


(Weather—Fine (after rain)) 
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No 12 Dec 30, 1933 16*10™ 


Positive Negative 



Z 

Z+z 


N "j 

Z 

Z+z 

N 

2.0 

220 

80 




190 

150 

_ 

1.5 

255 

105 



25 1 

210 

165 

15 

1.0 

325 

175 



70 1 

230 

180 

15 

0.5 

430 

305 



130 , 

260 

210 

30 

C0.3) 

(510) 

(390) 



(85) | 

(315) 

(210) 

(0) 

0.1 

680 

480 



(90) 175 

500 

350 

(140) 140 

0 05 

810 

660 



180 1 

615 

465 

115 

0.01 

1250 

1050 



390 

1020 

670 

205 

(0.007) 

(1300) 

(1090) 



(40) * 

(1220) 

(800) 

(130) 

0.005 

1600 

1100 



(10) 50 

1500 

900 

(130) 230 

(0 004) 


— 



- 

(1800) 

(1000) 

(100) 

0 001 

7300 

4300 



3200 

5500 

3500 

(2500) 2600 

0 0005 

19400 

11400 



7100 

18700 

11700 

8200 

0.0001 

34200 

29700 



18300 

40700 

35700 

^4000 


Temperature 

15 5° 


Humid. 88% 



Pressure 

764 2 mm 

Wind 5.6 NNL 



Cloud 

10 








(Weather - 

-Monsoonic drizzle) 



\o 

13 Dtc 31 

193 ^ 14*20™ 







Positut 




Ntgatne 


Kg 

Z 

Z + z' 



N 

z 

Z + z 

N 

2.0 

135 

75 



— 

180 

40 

! — 

1 5 

150 

75 



0 

215 

65 

25 

1 0 

190 

90 



15 

255 

1 5 

90 

05 

270 

170 



80 

305 

245 

90 

(0.3) 

(300) 

(270) 



(100) 

(325) 

(280) 

1 (35) 

0 1 

320 

300 



(30) 130 

475 

325 

(45) 80 

0 05 

340 

320 



20 

700 

500 

175 

001 

720 

420 



100 

1300 

800 

300 

(0 007) 

(900) 

(480) 


| 

(60) 

(1500) 

(1080) 

| (280) 

0 005 

1100 

500 



(20) 80 

1630 

1230 

(150) 430 

(0.004) 

(1300) 

(700) 



(200) 

(1720) 

(1320) 

, (90) 

0.001 

4400 

1400 


(700) 900 | 

3700 

1700 

(380) 470 

0 0005 

14600 

6600 



5200 

12100 

7100 

| 5400 

0.0001 

27000 

24500 



17900 

16300 

15500 

j 8400 


Temperature 

15 

.2° 


Humid 88% 



Pressure 

768 1 mm 

Wind 5.6 ENE 



Cloud 

10 N 







(Weather —Monsoonic) 
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No. 14 Jan. 1, 2, 1934. 23*40“ 


Kg 

Positive 


Negative 


Z 

Z+z' 

N 

Z 

Z+z* 

N 

2.0 

253 

53 

— 

320 

260 

— 

l.S 

310 

160 

107 

340 

265 

5 

1.0 

380 

280 

120 

360 

280 

15 

0.5 

460 

385 

105 

440 

290 

10 

(0.3) 

(520) 

(430) 

(45) 

(560) 

(350) 

(60) 

0.1 

590 

440 

(10)55 

730 

630 

(280) 340 

0.05 

760 

610 

170 

810 

685 

55 

0.01 

840 

690 

80 

1250 

950 

2 65 

(0.007) 

! (880) 

(705) 

(15) 

(1400) 

(1190) 

(240) 

0.005 

1220 

720 

(15) 30 

1500 

1200 

(10) 250 

(0.004) 

(1400) 

(800) 

(80) 

(1550) 

(1270) 

(70) 

0.001 

3400 

2400 

(1600) 1680 

2800 

1300 

(30) 100 

0.0005 

8100 

2600 

200 

9500 

3500 

2200 

0.0001 

17800 

15300 

12700 

17200 

15200 

11700 


Temperature 

14.6° 

Humid. 9 

>4 7e 



Pressure 3 

770.7 mm 

Wind 2.8 E 



Cloud 

10 





(Weather.—Slight drizzle) 


No. 15 

Jan. 2, 

1934. 2>> 

Positive 


! 

Negative 



Z 

Z + z 

N 

z 

Z+z' 

N 

2.0 

280 

180 

— 

290 

190 

— 

1.5 

310 

220 

40 

1 315 

240 

50 

1.0 

335 

255 

35 

340 

270 

30 

0.5 

390 

330 

75 

390 

340 

70 

(0.3) 

(430) 

(370) 

(40) 

(450) 

(360) 

(20) 

0.1 

510 

460 

(90) 130 

600 

450 

(90) 110 

0.05 

550 

510 

50 

750 

575 

125 

0.01 

600 

550 

40 

1100 

900 

325 

(0.007) 

(640) 

(570) 

(20) 

(1150) 

(940) 

(40) 

0.005 

800 

600 

(35) 50 

1250 

1000 

(60) 100 

(0.004) 

(100) 

(720) 

(120) 

(1350) 

(1070) 

(70) 

0.001 

3100 

2100 

(1380) 1500 

3500 

2000 

(930) 1000 

0.0005 

8700 

4200 

2100 

8900 

3900 

1900 

0.0001 

14600 

13400 

9200 

17800 

15400 

11500 


Temperature 13.2° Humid. 94% 

Pressure 770.2 mm Wind 3.6 NE 

Cloud- 10 


(Weather:—Monsoon weather slight drizzle) 
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No. 

16 Jan. 2, 

1934. 4* 





Kg 


Positive 



Negative 


Z 

Z-f z' 

N 

z ! 

! 

Z+z* 

N 

2.0 

240 

200 

— 

180 

120 

— 

1.5 

250 

205 

5 1 

190 

145 

25 

1.0 

265 

215 

10 

210 

170 

25 

0.5 

290 

240 

25 

250 

190 

20 

(o.3) ; 

(330) 

(240) 

(0) 

(300) 

(255) , 

(65) 

0.1 

450 

350 

(no) no 

450 

350 

(95) 160 

0.05 | 

540 

440 

90 i 

545 

445 | 

95 

0.01 1 

730 

630 

190 ’ 

720 | 

650 j 

205 

(0.007) | 

(1300) 

(1195) 

(565) 

(760) 

(676) 1 

(26) 

0.005 

1350 i 

1275 

(80) 645 ] 

| 800 

725 1 

(49) 75 

(0.004) | 

(1400) 

(1320) 

(45) 

(850) 1 

(770) 1 

(45) 

0.001 ' 

2350 

1350 

(30) 75 

2300 | 

1100 

(330) 375 

0.0005 

5500 | 

2000 

650 

6900 

1900 

800 

0.0001 

11800 

10600 

8600 

13200 

12000 

10100 


Temperature 13.0' 


Humid. ! 

93% 



Pressure 770.2 

Cloud 10 

mm 

Wind 

4.9 



(Weather —Monsoonic) 


No 17 Jan 2, 1934 6* 


Kg 


Positi\e 



Negatne 


z 

Z + z' 

1 N 

S 

1 Z+z 

1 N 

2.0 

165 

125 

— 

150 

90 


1.5 

175 

130 

5 

170 

110 

! 20 

1.0 

205 

155 

25 

210 

130 

1 20 

0.5 

270 

195 

40 

270 

195 

65 

(0.3) 

(345) 

(255) 

(60) 

1 (320) 

(230) 

(35) 

0.1 

470 

370 

(115) 75 

435 

355 

(125) 160 

0.05 

550 

425 

75 

500 

440 

85 

0.01 

675 

625 

200 

585 

545 

1 105 

(0.007) 

1 (700) 

(644) 

(19) 

(700) 

(630) 

(85) 

0.005 

720 

670 

(26) 45 

720 

645 

(15) 100 

(0.004) 

1 (750) 

(670) 

(0) 

1 (750) 

(670) 

(25) 

0.001 

2200 

900 

(230) 230 

| 1600 

700 

(30) 55 

0.0005 

4550 

2050 

1150 

1 4800 

1300 

600 

0.0001 

10200 

8200 

6150 

1 11400 

9800 

8500 


Temperature 12.9° 

Pressure 770.2 mm 

Humid. ! 

Wind 

J2% 

6.1 NE 



Cloud 10 

(Weather:—Monsoonic slight drizzle) 
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No 18 Jan 2, 1934 7*20 m 


Kg 

Positive 


Negative 


Z 

Z+z* 

N 

Z 

Z+z 

N 

20 

135 

35 

— 

160 

80 

— 

1.5 

160 

85 

50 

180 

105 

25 

1.0 

190 

110 

25 

200 

120 

IS 

05 

225 

165 

; 55 

250 

175 

55 

(0.3) 

(270) 

(195) 

j (30) 

(305) 

(215) 

(40) 

0.1 

370 

290 

; (95) 125 

445 

325 

(110) 150 

0.05 

450 

350 

60 

560 

435 

110 

0.01 

630 

530 

180 

695 

575 

140 

(0.007) 

(660) 

590 

(60) 

(850) 

(745) 

(170) 

0.005 

685 

610 

(20) 80 

900 

800 

(55) 225 

(0.004) 

(700) 

620 

(10) 

(950) 

(850) 

(50) 

0.001 

1400 

800 | 

(180) 190 

2450 

1050 

(200) 250 

0.0005 

5200 

1700 

900 1 

7300 

1300 

250 

0.0001 

9700 

8600 

6400 | 

16400 

14100 

12800 


Temperature 13.0° Humid. 90% 

Pressure 770.4 mm Wind 5.7 NE 

Cloud 10 

(Weather —Monsoonic (drizzle)) 


No 19 Jan 2, 1934 g^O™ 


Kg 


Positive 


1 

1 

Negative 


Z 

Z+z 

N 

Z 

Z + z 

N 

2.0 

200 

140 

— 

130 

90 

— 

1.5 

213 

168 

28 

140 

95 

5 

1.0 

230 

180 

12 

153 

123 

28 

0.5 

270 

230 

50 

170 

145 

22 

(0.3) 

(310) 

(235) 

(5) 

(190) 

(145) 

(0) 

0.1 

410 

330 

(95) 100 

325 

225 

(80) 80 

0.05 

490 

365 

35 

380 

305 

80 

0.01 

870 

620 

255 

490 

430 

125 

(0.007) 

(980) 

(770) 

(150) 

(520) 

(464) 

(34) 

0.005 

1050 

875 

(105) 255 

530 

480 

(16) 50 

(0.004) 

(1100) 

(920) 

(45) 

(540) 

(480) 

(0) 

0.001 

1350 

950 

(30) 75 

1300 

500 

(20) 20 

0.0005 

5150 

2150 

1200 

4500 

1500 

1000 

0.0001 

6800 

6500 

4350 

7800 

7300 

5800 


Temperatnre 14.1° Humid. 85% 

Pressure 770.8 mm Wind 5.2 NE 

Cloud 10 


(Weather —Monsoonic) 
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No 20 Jan 8 1934 171*30™ 


Kg 

z 

Positive 

Z-fz 

N 

5 z 

Negative 

Z+z 

N 

2.0 

190 

30 


150 

1 

no 

- 

1 5 

240 

90 

60 

160 

115 

5 

1 0 

25 S 

135 

45 

180 

1 

130 | 

15 

(0 7) 

(290) 

(150) 

(15) 

(205) 

(135) 

(5) 

OS 

330 

- 

(55) 70 

245 , 

135 

(0) 5 

(0 4) 

(355) 

(215) 

(10) 

(265) , 

1 (145) 

(10) 

(0 3) 

030) 

(260) 1 

(45) 

(320) 

(155) 

(10) 

(0 2) 

(445) | 

1 (325) 

(65) 

(375) j 

(207) 

h 2) 

0 1 

510 | 

| 360 

(35) 155 

485 

225 

(18) 90 

(0 07) | 

(570) i 

1 (360) 

(0) 

(590) 

(310) 

(85) 

0 05 

660 

385 | 

(25) 25 

695 

420 j 

(110) 195 

(0 04) 

(730) 

(390) 

(5) 

(770) 

| (450) 

(30) 

(0 02) 

(1020) 

(580) 

(190) 

(1010) 

(710) 

(260) 

0 01 

1400 

1100 

(520) 715 

| 

1200 

| 

800 

(90) 380 

(0 007) 

(1450) 

(1100) 

(0) 

(1300) 

| (1020) 

(220) 

0 005 

1600 

1100 

(0) 0 

1450 

' 10S0 

(30) 250 

(0 004) | 

(1850) 

(1130) 

(30) 

(1600) 1 

(1120) 

(70) 

(0 002) 

(3000) 

(1200) 

(70) 

(3100) 

(1300) 

(180) 

0 001 1 

4600 

1600 

(400) 500 

6900 j 

1400 

(100) 350 

0 0005 

9600 

1600 

0 1 

16800 

13500 

12100 

(0 0004) | 

(11400) 

(4200) 

| 

(2600) 

(17400) 

(15800) 1 

(2300) 

0.0001 | 

19300 

16700 

(12500) 15100| 

17900 

17730 

(1930) 4230 


Temperature 14 8° Humid 9 l c /c 

Pressure 76S0mm Wind 3 2 NE 

Cloud 10 N 


(Weather—Slight fogg>) 
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No. 21 Jan. 9, 1934. 15 h 10“ 

1 .’ " I 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+z 

N 

Z 

Z+s' 

N 

2.0 

1 175 

| 

95 

- 

155 

115 

— 

1.5 

205 

130 

35 

180 

120 

5 

1.0 

230 

150 

20 

210 

130 

10 

(0.7) 

(275) 

(170) 

(20) 

(255) 

(143) 

(13) 

0.5 

330 

. 180 

(10) 30 

1 305 

180 

(37) 50 

(0.4) 

(370) 

(190) 

(10) 

(345) 

(185) 

(5) 

(0.3) 

1 (440) 

(260) 

(70) 

(400) 

(220) 

(35) 

(0.2) 

| (530) 

(290) 

(30) 

(480) 

(280) 

i 

(60) 

0.1 

685 

505 

(215) 325 

520 

i 

J 320 

(40) 140 

(0.07) 

(760) 

(585) 

(80) 

| (570) 

(360) 

(40) 

0.05 

830 

630 

(45) 125 

660 

360 

(0) 40 

(0.04) 

(870) 

(670) 

(40) 

(760) 

(360) 

(0) 

(0.02) 

(1060) 

(820) 

(150) 

(1160) 

(560) 

(200) 

0.01 

1320 

1070 

(250) 440 

1550 

1050 

(490) 690 

(0.007) 

(1500) 

(1080) 

(10) 

(1800) 

(1100) 

(50) 

0.005 

1750 

1250 

(170) 180 

2100 

1100 

(0) 50 

(0.004) 

(2000) 

(1280) 

(30) 

(2400) 

(1200) 

(100) 

(0.002) 

(3400) 

(1400) 

(120) 

(3500) 

(1700) 

(500) 

0.001 

5000 

3000 

(1600) 1750 

4700 

2700 

(1000) 1600 

0.0005 

13200 

11950 

8950 

13000 

11250 

8550 

(0.0004) 

(14600) 

(13600) 

(1650) 

(16900) 

(15300) 

(4050) 

0.0001 

15650 

15450 

(1850) 3500 

18200 

17800 

(2500) 6550 


Temperature 19.4° Humid. 86% 

Pressure 763.8 mm Wind 6.9 NE 

Cloud S K 
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No. 22 Jau. 9, 1934. 16 h 40 m 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+z 

N 

Z 

Z+z 

N 

2.0 

120 

80 

— 

150 

90 

— 

1.5 

140 

95 

15 

170 

125 

35 

1.0 

190 

130 

35 

190 

140 

15 

(0.7) 

(220) 

(150) 

(20) 

(200) 

(144) 

(4) 

0.5 

255 

155 

(5) 25 

220 

170 

(26) 30 

(0.4) 

(280) 

(180) 

(25) 

(230) 

(182) 

(12) 

(0.3) 

(310) 

(220) 

(40) 

(245) 

(185) 

(3) 

(0.2) 

(355) 

(235) 

(15) 

(270) 

(210) 

(25) 

0.1 

440 

290 

(55) 135 

330 

230 

(20) 60 

(0.07) 

(500) 

(360) 

(70) 

(380) 

(240) 

(10) 

0.05 

550 

400 

(40)110 

430 

280 

(40) 50 

(0.04) 

(590) 

(430) 

(30) 

(480) 

(320) 

(40) 

(0.02) 

(720) 

(560) 

(130) 

(600) 

(440) 

(120) 

0.01 

900 

600 

(40) 200 

750 

500 

(60) 270 

(0.007) 

(1000) 

(650) 

(50) 

(950) 

(530) 

(30) 

0.005 

1150 

650 

(0)50 

1100 

600 

(70) 100 

(0.004) 

(1300) 

(700) 

(50) 

(1200) 

(600) 

(0) 

(0.002) 

(1850) 

(950) 

(250) 

(1700) 

(900) 

(300) 

0.001 

2600 

1600 

(650) 950 

2700 

1200 

(300) 600 

0.0005 

8100 

6100 

4500 

5900 j 

1900 

700 

(0.0004) 

(9300) 

(6100) 

(0) 

(7000) j 

(3400) 

(1500) 

0.0001 

11400 

10600 

(4500) 4500 

11800 ' 

1 

9800 

(6400) 7900 


Temperature 18.3° Humid, 90%* 

Pressure 764.2 mm Wind 6.8 NE 

Cloud 2 


(Weather:—Monsoonic fine) 
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No. 23 Jan. 10, 1934. 17* 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+z' 

N 

Z 

Z+i' 

N 

2.0 

143 

58 

— 

108 

58 

— 

1.5 

170 

87 

29 

120 

75 

17 

1.0 

210 

100 

13 

130 

80 

5 

(0.77) 

(240) 

(170) 

(70) 

(150) 

(80) 

(0) 

0.5 

270 

195 

(25) 95 

180 

120 

(40) 40 

(0.4) 

(300) 

(220) 

(25) 

(210) 

(ISO) 

(30) 

(0.3) 

(350) 

(290) 

(70) 

(250) 

(190) 

(40) 

(0.2) 

(410) 

(360) 

(70) 

(300) 

(220) 

(30) 

0.1 

470 

420 

(60) 225 

360 

320 

(100) 200 

(0.07) 

(470) 

(435) 

(15) 

(400) 

(330) 

(10) 

0.05 

480 

455 

(20) 35 

480 

330 

(0) 10 

(0.04) 

(480) 

(460) 

(5) 

(530) 

(330) 

(0) 

(0.02) 

(640) 

(480) 

(20) 

(720) 

(560) 

(230) 

0.01 

1200 

500 

(20) 45 

1100 

600 

(40) 270 

(0.007) 

(1400) 

(980) 

(480) 

(1300) 

(600) 

(0) 

0.005 

1500 

1000 

(20) 500 

1600 

600 

(0)0 

(0.004) 

(1700) 

(1100) 

(100) 

(1900) 

(700) 

(100) 

(0.002) 

(3400) 

(1400) 

(300) 

(4500) 

(1500) 

(800) 

0.001 

6200 

3200 

(1800) 2200 

7600 

4600 

(3100) 4010 

0.0005 

17000 

12000 

8800 

22000 

17000 

12400 

(0.0004) 

(22000) 

(15600) 

(3600) 

(27000) 

(23000) 

(6000) 

0.0001 

_ •_ 

28000 

26400 

(10800) 14400 

29000 

28000 

(5000) 11000 


Temperature 16.5° Humid. 87% 

Pressure 76S.6 Wind 0.8 

Cloud 10 


(Weather:—Just before monsoonic drizzle) 
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No. 24 Jan. 11, 1934. 15 h 


Kg 

Positive 

Negative 

z 

Z+z' 

N 

Z 

Z+z 

n 

2.0 

202 

52 

— 

262 

112 

— 

1.5 

250 

loo 

48 

304 

134 

22 

1.0 

305 

130 

30 

346 

246 

112 

(0.7) 

(330) 

(260) 

(130) 

(390) 

(250) 

(4) 

0.5 

335 

285 

(25) 155 

460 

385 

(135) 139 

(0.4) 

(340) 

(300) 

(IS) 

(480) 

(440) 

(55) 

(0.3) 

(370) 

(310) 

(10) 

(485) 

(440) 

(0) 

(0.2) 

(400) 

(320) 

(10) 

(500) 

(440) 

(0) 

0.1 

480 

330 

(10) 45 

540 

440 

(0) 55 

(0.07) 

(520) 

(380) 

(50) 

(580) 

(475) 

(35) 

0.05 

570 

445 

(65) 115 

640 

540 

(65) 100 

(0.04) 

(600) 

(480) 

(35) 

(680) 

(580) 

(40) 

(0.02) 

(710) 

(610) 

(130) 

(800) 

(700) 

(120) 

0.01 

830 

680 

(70) 235 

| 910 

760 

(60) 220 

(0.007) 

(850) 

(780) 

(100) 

(940) 

(800) 

(40) 

0.005 

920 

795 

(15) 115 

1000 

800 

j (0) 40 

(0.004) 

(1000) 

(800) 

(S) 

(1120) 

(880) 

(80) 

(0.002) 

(1650) 

(1150) 

(350) 

j (2500) 

(1700) 

(820) 

0.001 

2800 

1550 

(400) 755 

| 3800 

2550 

(850) 2470 

0.0005 




| 6500 

3000 

450 

(0.0004) 




j (7800) 

(5000) 

(2000) 

0.0001 




14000 

12000 

(700) 9000 

0.00005 




| 17600 

! 

15100 

*3100 


Temperature 11.6° Humid. 85% 

Pressure 769.6 mm Wind 3.5 NE 

Cloud 10 N 


(Weather —Monsoonic drizzle) 
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No. 25 Jan. 17, 1934. 11*» 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+s' 

N 

Z 

Z+s' 

N 

2.0 

210 

90 

— 

240 

40 

— 

1.5 

245 

125 

35 

300 

120 

80 

1.0 

280 

180 

55 

360 

210 

90 

(0.7) 

(320) 

(215) 

(35) 

(410) 

(270) 

(60) 

0,5 

365 

265 

(50) 85 

480 

330 

(60) 120 

<0.2) 

(S2S) 

(385) 

(120) 

(705) 

(525) 

(195) 

0.1 

640 

540 

(155) 275 

875 

675 

(150) 345 

(0.07) 

(690) 

(585) 

(45) 

(940) 

(765) 

(90) 

0.05 

815 

615 

(30) 75 

1010 

860 

(95) 185 

(0.02) 

(1010) 

(810) 

(195) 

(1185) 

(1045) 

(185) 

0.01 

1200 

1000 

(190) 385 

1300 

1180 

(135) 320 

(0.007) 

(1250) 

(1075) 

(75) 

(1360) 

(1255) 

(75) 

0.005 

1300 

1150 

(75) 150 

1450 

1350 

(95) 170 

(0.002) 

(2150) 

(1150) 

! (0) 

(2250) 

(2130) 

(780) 

0.001 

4400 

1900 

(750) 750 

4550 

2250 

(120) 900 

0.0005 

11300 

5399 

3400 

12200 

4200 

1950 

0.0001 

17300 

16000 

10700 

25700 

22500 

18300 


Temperature 13.6® Humid. 90% 

Pressure 770.2 mm (decreasing) 

Wind. 2.0 £ Cloud ION 


(W eather:—Monsoonic) 
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No. 26 Jan. 17, 1934. 14*10** 


Kg 

Positive 

Negative 

Z 

Z+z 

N 

Z 

Z+z 

N 

2.0 

230 

90 

1 ” 

205 

145 

— 

1.5 

255 

105 

15 

215 

155 

10 

1.0 

305 

185 

80 

230 

170 

15 

f0.7) 

(360) 

(220) 

(35) 

(310) 

(170) 

(0) 

0.5 

410 

285 

(65) 100 

440 

190 

(20) 20 

(0.2) 

(555) 

(435) 

(ISO) 

(650) 

(530) 

(340) 

0.1 

670 

520 

(85) 235 

770 

620 

(90) 430 

(0.07) j 

(720) 

(580) 

(60) 

(810) 

(705) 

(85) 

0.05 

800 

650 

(70) 130 

850 

750 

(45) 130 

(0.02) 

(1130) j 

(890) 

(240) 

(1090) 

(830) 

(80) 

0.01 

1450 

1150 

(260) 500 

1350 

1000 

(170) 250 

(0.007) 

(1550) 

(1305) 

(155) 

(1450) 

(1170) 

1 (170) 

0.005 ! 

1650 

1450 

(145) 300 

tn 

O 

o 

* 

1275 

J (105) 275 

(0.002) 

(2500) 

(1500) 

(50) 

j (2300) 

(1300) 

j (25) 

0.001 

3600 

2600 

(1100) 1150 

j 5150 

2150 

j (850) 875 

0.0005 

12000 

6000 

I 3400 

| 11300 

4300 

| 2150 

0.0001 

21600 

20000 

| 14000 

1 22200 

1 

20000 

| 15700 


Temperature 14.0° 
Pressure 768.7 mm 

Cloud 10 N 


Humid. 88% 
Wind 2.3 


(Weather —Rain, (large drops)) 








UEBER FLACHEN UND KURVEN (VIII): 

Dber Mittelpunktflache 


Soji Matsumura 

(Accepted for publication, September 10, 1934.) 


Iu dieser Note mochte ich zwei Flachen studiern, fiir welche das 
Strahlensystem, welches von den gcmeinschaftlichen Tangenten dieser zwei 
Flachen gebildet wird, ein Normalensystem ist. 

£ (u, v) und £(#, v)> seien die zwei Flachen. 

Nach unseren Voraussetzungen iiber %(uj v ) und %(u, v) sind sie dann 
zwei Mantel der Zentralflachen einer Flache und aus einem wohlbekannten 
Satz in der gewohnlichen Differentialgeometrie ergibt sich, dass diejenigen 
Flachenkurven, liings deren die beiden Flachen von den gemeinschaftlichen 
Tangenten beriihrt werden, geodatische Kurven auf der einen bzw. anderen 
Flache sind. 

Daraus folgen die folgenden Bezichungen: 

< A > 


wobei 


(B) 


sind. 


GE V -FG U 
* EG U —F£ V ' 

1 x _ EG-F* ' 

2 E v F— G u E 


H 


Die notwendige, hinreichende Bedingung dafiir, dass z/=const. ist, ist 
die Beruhrungskurve von Umfiihrungszylinder oder Umfiihrungskegel: 

<r=0» oder — Y 

\2 du\\J 

Wenn = 0, dann 

Cs= 0, £=/(«) oder E=e- W f(u)<f>{v). 

Die notwendige, hinreichende Bedingung dafiir, dass £ eine Affinmouldi- 
sche Flache ist, ist die 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV, 
No. 2, April, 1935.] 
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oder 


E=/(u)+4,(v), 

E=0 

G=y>(v). 


§2 

Wenn g Affinekugel ist, so folgt 


( 1 ) 


wobei 


( 2 ) 


f £««—-jr £« + ~jr &>* 

£m — ~~Z~£u 4 " hv £»» 

h h 


log hz=.h — 
dudv A 2 


Aus (1) und (A) ergibt sich 

(3) **$+*fc» + S*=0. 

(3) mit u differenziert, wegen (1), ergibt sich: 

(4) £(X*A + X^ + A) + j B ^XA-|-<r B +-|A^ + ^£,=0. 

(3) mit v differenziert, wegen (1), ergibt sich: 

(5) z(\,A + <rA+ + ~ ^ + £tt^cr u -f ~-^=0. 

Aus (4), (5) folgt 

(6) £•* + £«•<* =0, 

so entsteht 

(7) t =f(v)rt**. 


WO 


a=(\A+ -|)(A B A+\A u + h)--Ka - ^ 2 - 
P^a/b. 


Nehmen wjr asymptotische Linien als Parameterische Kurven 
so folgt 
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( 1 ) 


wo 


( 2 ) 


Eu«* — £u + — Jci 

% ut =Fv, 

D ,F„ 

Em — 4" -jX Evt 

F F 

E« + ~Ev, 
Vv=j£Eu-HEv> 


H=S-J , 

r 1 8 2 log F tAD 
■ / " F dudv ' J ~F 3 ' 


Intcgrabilitatsbedingungen sind 


H. 


(3) 


_AD _1 (A* 

F J F\F 


). 


tt _ DA V _ 1 / D v \ 

u ~ F* F\Fj u 

Sctzen wir (1) in (A) ein, so folgl 

(4) X.Fti + o-^ + ^O. 

Dies mit u differenziert, wegen (1), ergibt sich : 

(5) ^+(X/0.]w4[<r.+ |+^^]E.+ [^- 


H\F 




Dies mit v differenziert, wegen (1), ergibt sich: 

( 6 ) + + 

Aus (6), (7) ergibt sich 

(7) Az„=Bz vt 

wobei 

U=(J + A)[^+(XF).]. 

Aus (8) entsteht 

(9) 


E=Jf( u ) e ~ ■f w “ du + F ( v )< 
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WO 

(10) P=± + j 

(10) ist unsere Flache. 

§ 4 

Betrachten wir 

(1) Xs«.+ffi.+&=0, 

(2) Xj u »+<rr„ + r, = 0. 

Wenn 

(3) E=a-E, F=a- F, G=a*G 
bestehen, so folgt aus (1), (2) 

(4) X jr«. + <r 0, 

(5) + 

wobei a eine positive Konstante ist. 

Aus (4), (5) kann man wissen: 

• j=j + const., 

Fur 

E=a*E, F=a 2 F, G=a- G, 
L=aL, M=aM, N=aN 

in (1) 
bestehen 

a 2 K—K 


§ 5 


Wenn j mit a> 


( 1 ) 

gegeben wird, so folgt 

( 2 ) 


-x=Au+ ]A' a du, 
y=zAB + \A'bdu, 
.s=Ay+ (A' c du 


rg m =A'’U + A'a’A", 

j Z,=A a', 

I i„=Au" 


(1) SCHUX, A.: Ober Lichtgrenztangentensyateme und mit ihnen Zusammenhangende 
Flachentraniformationen, Math. Zeitschrift 24 Bd. (1926) S. 533. 
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Somit folgt aus (A) : 

A (X cl" + a 9 ) + <r A’(* + A" a) = 0, 
wo 

G=A(cc''* + /3'' 2 +y" 2 ), 

F= A A 9 (a* 9 + + yy 9 ) + A " (aa! + bff + cy 9 ), 

E= A 92 (cl 2 +£ 2 + y 2 ) + A 92 A" 2 (a 2 +■ b 2 + c 2 ) + 2 A 92 A 99 (acc+b/3 4* cy). 


§ 6 


Wenn auf der Flache x(u f v ). . . . die Kurven v = const, eben sind, 
so gibt es drei nur von v abhangige Funktionen a , b , £, die die Stellung der 
Ebenen dieser Kurven so charakterisieren, dass 


( 1 ) 


ax + by + c 2 =1 


ist. Wenn andererseits langs einer solchen Kurve v = const, ein Be- 
riihrungszylinder existiert, so kann man die Darstellung so einrichten, 
dass 


( 2 ) 


1 dV 


ist, wo a, y die Funktionen von v allein sind. 

Dann folgt (1) 

Somit entsteht 

^ = (Vo+V 1 U 1 + ViU s )«, . 

dv 

P?-=(VilV+VnW)*, . 

du dv 

— = f{ Vo + Vi US + V 2 US) a dv. 
du J 


Daraus ergibt sich 

X (Vt US + V t US) cc+*j\v 0 +V 1 US+ Vi US) a dv 


+ (Vo+V 1 U 1 +V 2 Ui)u=0. 
Wenn <r = 0 ist, so folgt 


(1) Salkowski, E.: Cber affine Geometrie, Math. Zeitschrift 17 (1923) S. 45. 
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*=fi («). 

y =/*(«)» 
•=■=/» («). 

oder 

?±=$(u,v)tt{v), 


wo 



§ 7 

Untersuchen wir auch in diesem Kapital die Differential-Gleichung 

(a) . 

Hierbei seien die Koeffizienten o, k in einem Streifen 

u 0 ^ u ^ Ux 

der reellen uv-Ebene stetige (reelle oder komplexe) Funktionen, die in v 
periodisch sind. 

Es sei somit 


- j j <r («> v + 2ir) = <r (uv), 

\ (u 9 v + 2i r)=X (uv). 

Wir fragen nach alien Integralen 0 von ( D ), welche in v die Periode 2n 
haben. 

Um die in v periodischen Integrale von (D) zu konstruieren, suchen 
wir jetzt das allgemeine Integral von ( D ) mit Hilfe der Riemannschen 
Parametrix p(uv; st) auszudriicken. 

Diese Funktion f geniigt bezuglich des ersten Paares von Verander- 
lichen uv der Differentialgleichung (D) und ist ferner durch die Rand- 
bedingungen 


( 2 ) 


P(ut\ st) = 


B {iit ), 


p(sv;st) = 


AJsv) 
A (st) 


eindeutig bestimmt. 
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Hierbei ist zur Abkiirzung 

(3) .4 P-t-f * 


gesetzt. 

Offenbar sind A und B im ganzen Definitionsbereich von einander 
verschieden. 

Aus der Voraussetzung (1) folgt unmittelbar, dass B(uv) immer eine 
in v periodische Funktion ist, wahrend/4 ( uv ) dann und nur dann in v die 
Periode 2n hat, wenn 



<r ( u v) 
\ ( u v ) 


drj — 2krri 


ist, wo unter k eine ganze reelle Zahl verstanden ist. 

Mit Hilfe der Funktion f lasst sich das 0 von (D), welche die fur 
v = to und fur u = so vorgegebenen Werte 

... 0 (», /»)=/(«), 

0(s o ,v)—/(v) 


annimmt, in expliziter Form darstellen. 

Hierbei bezeichnen f{u) und g{v) einmal stetig differentialbare Funk 
tionen, welche noch der Bedingung 

f(*o)=g(t») 


geniigen. 

Durch die Bedingungen (4) ist das Integral von (D) eindeutig 
bestimmt. 

Man erhalt, wenn man abkiirzend 


(5) 

( 6 ) 


F(u)=*/M + 

du 


1 

X (ut„) 


f(n)=B(uto) 


d f(u) 
du B (u t 0 ) 


dv 


, <r( s n v) 
X (So v) 


g(v) = A(s 0 


v \ d 

dv A (Jo v ) 


setzt, 

(7) 0 (uv)-f (s 0 )p(uv; so t 0 ) +J p (uv ■ s t 0 ) F (s) ds + 

+ f P ( uv ) Jo t) G (t) dt. 

Wir gehen zunachst von (D) zu einer neuen Normalform liber, indem 
wir in der Differentialgleichung D{B) =0 

(8) 6=A(uv)tf 


substituieren. 
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Bilden wir den Ausdruck D(A0')/A> so erhalten wir fur V eine 
Differentialgleichung der Gestalt 

(9) £«?')=— +6 (a v)M + c(uv) $'=0, 

Bu Bz> Bv 


wobei 


( 10 ) 


b _ 1 dJB | 1 dA _ _A dA 8/JB_\ 

~ B du A du B 8u du\A / 

c‘=ki*l 

A 


gesetzt ist. 

Die Normalform (Z,) hat vor ( D ) den Vorzug, dass der Koeffizient 

BO* * 

a von — verschwindet. 

Bu 

Da A nach der Voraussetzung eine in v periodische Funktion ist, so 
hat 0 dann und nur dann in v die Periode 2rc, wenn 0' in v die gleiche 
Periode hat. 

Die Integrationsprobleme der Differentialgleichung (D) und (L) sind 
somit vollstandig aquivalent. 

Wir legen daher den folgenden Untersuchungen, indem wir die Striche 
in O', b, c wieder fortlassen, die Differentialgleichung 

(id o 

Bu Bv \(uv)Bv Bu Bv Bu Bv 

zugrunde. 

Hierbei seien die Koeffizienten - — von ( L ) in einem Streifen 


uo ^ u ^ u\ der reellen #7'—Ebene als stetige Funktion definiert, und aus- 
serdem haben 1/A in v die Period 2n. 

Bildet man mit den Koeffizienten von (L) die Funktionen A und B 
der Gleichungen (3), so ergibt sich 


( 12 , A=1. 

und es sind offenbar auch A und B in v periodische Funktionen. (1) 

Damit nun das Integral 0 von ( D ) in v periodisch ist, muss 0(.sw) 
= g(v) notwendig eine in v periodische Funktion sein, d. h. 

(13) 0 (s 0 ,v+2w)=zg(v+2'rr)=:g(v) 


(1) Vergl. Hamburger, H. : Ober die partielle lineare homogene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung vom hyperbolischen Typus, deren Koeffizienten in einer Veranderlichen 
periodisch sind, Math. Ann. 105 (1931) S. 446. 
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Ausserdem ergibt sich die Forderung 

(14) 0 (a, 4 F 2 t r)=6 (a 4)=/(a). 

Andererseits ist aber leicht einzusehen, dass jedes Integral 0 von ( D ), 
welches den beiden Bdingungen (13) und (14) geniigt, in v periodisch 
ist. 

Man hat zum Beweise, gestiitzt auf die Voraussetzungen (1), nur zu 
beriicksichtigen, dass das Integral von ( D) durch die Randwerte (4) 
eindeutig bestimmt ist. 

Fiihrt man die Funktion 


(15) P (a; st)=p (a, / + 2 tt; st)-p (a, t\s,t) 

ein, so ergibt die Forderung (14), wenn man die Darstellung (7) fur 0 
benutzt, 

(16) 0 (a, t 0 + 2?r) - 0 (a, to) =f (s 0 ) P (u; s 0 1 0 ) + fP(u;s t 0 ) F (s) ds 

•4o 

/• t o+ 2ir 

+ P (». 4 + 27r; j 0 t) G (t) dt= 0- 
*4 • 


Schliesslich erhalt man, wenn man auf der rechten Seite von (16) 
partiellintegriert und Formel (5) heranzieht, an Stelle von (16) die Perio- 
dizitatsbedingung 

(17) f(u) P («; u, t u )— r SB ( i^o ) P (^ j J4) fjs) ds 
J„ ds B (j t 0 ) 

f fo+2ir 

p (a, 4+ 277*; So, t) G (t) dt=zO 

~ 1 0 

1st jetzt cine in v periodische Funktion G(v) gegeben, so kann man sich 
die Aufgabe stellen, alle in v periodischen Integrale 0 von ( D ) zu kon- 
struieren, welchc der Bedingung 

(18 ) 80{sov) + «{sov) $(SoV)=A ( , 0 V) ±0J^H) G ( V ) 
dv \(s 0 v) dvA(s 0 v) 

geniigen. 

Zur Losung dieses Problems hat man die Bedingung (17) als lntegral- 
gleichung von Volterraschem Typus mit dem Kern 

1 ggfr t 0 )P(rr } st u ) 


(19) 




B (j t 0 ) 


as 


und der zu bestimmenden Funktion f(u) aufzufassen. 1st nun /(a) erne 
losung der Integralgleichung (17), so substituiere man dieses /(a) und 
die vorgegebene Funktion G(v) aus Gleichung (18) in die Gleichung (7). 
Auf diese Weise erhalt man alle in v periodischen Integrale von (Z>), 
die der Bedingung (18) geniigen. 
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8 8 


Wollen wir die natiirlichen Gleichungen krummer Flachen unter- 
suchen, sollen wir 


d*9 
du dv 


/■* dO , < /«\ BB * 
+ 0-A-—f-l/X—=0 
du dv 


nehmen, wobei 

_ GE V -FG U 
" EGu—FE,' 

£ _ $l±qv 

(«*fl -f s 0i) 2 ’ 
gi 2 +i8F 
($2 Vl-¥*$!)- ' 

bestehen/ 1 ' 

So ist in unseren Fallen' 2 *: 




EG—F 2 


E V F-G U E' 


F= — 


QlQ-t+VjWt 
(QiWi-FiQ 1 ) 2 ' 


2EKD 

HD±fH*D 2 -4EKG’ 

wobei K das Kriimmungsmass und H die mittlere Kriimmung bedeuten, 

J__ Ii&£ + TJF£_ m _ ^2 + v¥i¥- 2 

UV ($2¥ 1 —¥2$l) 2 ’ UV($ 2¥\ — ¥ 2 $\) 2 ' 

N _ tt$2^ + v¥r 

UV {$2¥l—¥2$l)- 


§ 9 


Sind u und v geodatische Parameter einer Flache J, d. h. hat das 
Bogenelement-Quadrat die Form 

ds 2 =du 2 + D 2 dv 2 , 


so nimmt die Differentialgleichung der Flache f wegen E = 1 und F = 0 
die Form an: 


denn 


( 1 ) 


( 2 ) 


D%„=2D*i r. 


<r=0 t 



(1) Hiller, S.: Untersuchungen itber die natiirlichen Gleichungen Krummer Flachen, 
Inaugural-Dissertation, Kiel Univ. (1904). 

(2) Nakajima, S.: Cber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben, Tohoku Math. 
Journ. Vol. 30 (1928) p. 146. 
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Aus (1) ergibt sich: 

i=f D ' Vdv + U, 

dies ist die Gleichung von unserer Flache , wo U, V die Funktionen von u 
bezw . von v sind. 


§ 10 


Rotiert die Tratrix um ihre Asymptote als Achse, so erhalt man ihre 
Rotationsflache, die sich durch die Gleichungen darstellen lasst: 
fx—u cos v , 

\y—u sin v. 


(i) 


, a + V# 2 — u 2 n-r, 

z—a log— r -- ya 2 —u 2 f 


wo a eine Konstante ist. 
Aus (1) folgt 

(2) 

so wird aus (1) 

(3) 


j^=o, 

ls=« 2 . 




u. 


wo V eine Funktion nur von v ist. 

Aus (3) folgt 

(4) e =2 u*C¥-du + u*V, 

J U S 

wo V eine Funktion nur von v ist. 

So folgt der 

Satz: K bnnen wir unsere Fide hen zu (1 ) konform abbildcn . so wird 
die Gleichung mit (4) gegeben. 


§ ii 

Betrachten wir hier' 11 
(1) £«'= x £«» 

,(1) Vergl. Graustein, W. C. : Parallel Maps of Surfaces, Transactions of the 
American Math. Society 23 (1922), p. 304. 
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in 

(2) 


so folgt 



(3) 

(X- 

Daraus ergibt sich 


(4) 


oder 

(5) 


so entsteht 



(6) 

d~ los I ^ d 
du dv du 

d. h. 

(7) 

a 2 log i a 

du dv du 


<rEu + E. + x £«»=0, 


x 


wo 


ist. 


/=- 

A 4 


Wenn a, X gegeben sind, so kann man aus (7) I bestimmen. 

§ 12 

Wir erklaren die Affinentfernung eines Punktes s von unserem Flachen- 
punkt e mit LN—M 2 + 0 durch' 1 ’ 


( 1 ) 


denn 


( 2 ) 


J>= (t..£ w g-£) 

_ X g-g) 

| LN—M 2 |1 

_ 2j£C— UV9 gv. ^ y) 

~ 6 \,£] | LN—M 2 11 * 

<rE«+E,+XE„=0 


(1) Blaschke, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie II, Berlin (1923), S. 


110 . 
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bestehen. (1) 

Wenn ^ = const. immer besteht, so folgt aus (1) 

(3) \E V F-G U E\ | LN—M 2 11 

=2 \E G - F*\ (&„ s - j), 

wo E, F, G; L, M, N die Fundamentalgrossen erster Ordnung bezw. zweiter 
Ordnung von £ bedeuten. 

(3) ist die Gleichung von einer Flache z, der zu unserer Flache affine 
parallelen . 

1st £ eine Kugel und £ ein nicht auf ihm gelegener Punkt, so ist 

(4) - = -2(jf)f+E 

der zu £ in bezug auf die Kugel £ inverse Punkt. Aus (1), (4) ergibt sich: 

(5) ^ _ 4 {F 2 — EG\ fe „„ g„, (jJ)J ) 

[E v F-G u E)\LN-m\i 

§ 13 

Wir fragen hier nach der Form des Linienelements einer beliebigen 
Biegungen zu unterwerfenden Flache S, in deren mit den Flachenelementen 
gekoppelten Tangentialebenen sich die Punkte und die Normalen einer (bei 
den Biegungen veranderlichen) Flache $' derart festlegen lassen, dass die 
jeweiligen Asymptotenlinien von S und S' sich stets entsprechen. 

Nach Jonas ergibt sich: (2) 

(1) ds 2 — v 2 dti 2 + 2v U* dudv +2 (U+ V) dv 2 . 

So folgt aus (A) 

(2) v=,0, (3) 2{y+V)^U\ (4) £» + £«i,=0, 

wo £ die Gleichung von S ist. 

Wenn (2) besteht, so ist £ = 4> ( u ) nach 

!?}-f f 2 2 ho--=f. 2 l- + f 2 2 i— 

Aus (3) folgt 

(5) £=const**\ 

Aus (4) ergibt sich 

(1) NaATajima, S.: t)ber rwei Flachen, welche eine Beziehung haben, Tohoku Math. 
Joum. Vol. 30 (1928) p. 142. 

(2) Janas, H. : t)ber eine neue geometrische Eigenschaft der Bianchischen Trans¬ 
formation der auf die Mittelpunktaflachen zweiten Grades abwickelbaren Flachen, Math. Ann. 
99 (1928) S. 435. 
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(6) E _ \lf ( v ) £V dv + const.} 

e “ 

§ 14 

Wenn die Punktgleichung 

(D ir^ +UlVl '? +Ul ' Vl ? =° 

Bu Bv Bu Bv 

besteht, so sind die Tangenten zu den paramentrischen Kurven auf der 
Flache Ribaucours Kongruenz, wo Ui und Vi eine Funktion von u bezw. v 
allein und 

(2) r=^, 

dv du 

ist. 

Vergleichen wir (1) mit ( A), so folgt 

(3) V,iVi’=±-, 

A. \ 

Aus (3) folgt 

(4) log £4'=log V l9 
wo a konstant ist. 

Aus (4) ergibt sich 

(5) 6i°’= V\ = const., 
so folgt o = 0, A = co. 

Aus (A ) ergibt sich = 0, d. h. unsere Flache ist eine Translations- 
flache. 

So folgt der 

Satz: Wenn {A) in (1) zu reduzieren und <j cine Konstante ist, so 
bildet unsere Flache eine Translations flache. 


§ 15 


Wenn zwischen einem Paar von n linear unabhangigen Integralen 
xi, X 2 , . Xn; yi, y 2 , . y n einer linearen partiellqn Laplaceschen Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung 


( 1 ) 


d 2 e , a de. h 80 n 

-——- + =0i 

du Bv Bu Bv 


wo a, b, c die Funktionen von u, v sind, eine Beziehung besteht, die in der 
folgenden Norraalform angenommen werden soil: 




folgen, so besteht zwischen den x v , yv ausserdem noch die Gleichung 

(2b) — =0. 

»-i dv dv Vml du dv 

Aus (1), (2a) ergibt sich 

(3) -^”=o, 

3v vZi dll dv 

und abderseits durch Differentiation der ersten Gleichung (2a) nach v 


V x n ~ l — Vi /"- 1 QlZz. _l 
" dudv £/* dudv + 




V x n ~ 2 ^ Xys 
-i du dv 


v»i du dv ) 


womit das Bestehen der Gleichung (2b) bewiesen ist. 

Also folgt der 

Satz: Sind xi, X 2 , , x n ; y\, y 2 , , yn :ari Paare von linear tin- 
abhangigen Integralen cincr lincarcn partiellen Diferentialgleichung 
zweiter Ordnung (1), too (2) besteht, dann besteht (2b) auch. 




USER FLACHEN UND KURVEN (IX): 

Eilinien und Eiflachen 
Soji Matsumura 


( 1 ) 

Wenn sich zwei Ebenekurvcn K, K in R<> in einem Punkt P beruhren, 
so haben K, K eine gemeinsame Normale. 

Aber Affinnormale von K, K sind im allgemcinen versehieden, so kann 
man setzen: 


( 1 ) 


tan (p — 


1 dp 
3 ds 


tan (p~ 


1 dp 

3 d7 f 


wo <f, <p die Deviation von K bezw. A' sind. (1) 
Nun betrachten wir tan (<p—(f), so folgt 


(2) tan (<r-y)= - an 

1 + tan cp tan <p 


, (dp_dp\ 

_ Ur ds) 

9 dp dp 
dsds 

so folgt der 

Satz: Die notwendige und hinrcichendc Bcdingutig dafur, dass zwei 
Dei'iationen cinander gleich sind, ist die 


dp _ dp 

ds ds 


Wir denken uns nun 

(3) tan0 = i-^ 

3 

wieder, so folgt 

bs ds 8s ds 9 


( 1 ) Matsumura, S.: Cber einen affingeo Satz und die Deviation ebener Rurven, 
Tohoku Math. Journ. 36 (1933) p. 189. 
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wenn 


(5) 

tan 0=tan 0. 

1st 


(6) 

<s=y>(s t p) 

'p=p(s,p) 


SO folgt 

(7) 


w,+(pf^- <p,+<Pp — 

Sp dp_ ^Ss y 

SS dS V. + Vfy- V,+V$ 

8s ds 


<*,»-?>. v,)(g-g) 


^\(y>,+Wp — 


Aus (5) ergibt sich 
( 8 ) 1 = 




<pp Vs-<P< Vp_ 

fv.+V’p |?Yv.+vv 


Wenn (8) von 

Sp ^p 

unabhangig ist, so folgt 

(9) y>t=0, (pp=V, wo 

Aus (9) ergibt sich 

y>=y>(s), ip=if(s)p + x(s). 


( 2 ) 

In dieser Note mochte ich die Arbeit (1) von Takasu mit meiner 
Arbeit (2) vergleichen und dadurch seinen Satz in eine etwas modifizierte 
Form setzen. 

(1) Takasu, T.: Natural Equations of Curves under Circular Pointtransformation 
Groups and their Duals, I, Japanese Joum. of Math. Vol. I (1924) p. 54. 

(2) Matsu MURADS.: t)ber einen affingeometrischen Satz von Herm Prof. T. Kubota 
und die Deviation ebener Kurven, Tdhoku Math. Journ. Vol. 36 (1933) p. 189. 
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Bezeichnet man nahmlich die Gleichung der Ebenenkurve mit, 

<p=<p (j). 

wo <p die Deviation' 2 ' und s die Kurvenlange bedeuten, so wann man die 
Gleichung 

r |6 -5L n JP d SP + __ d*(p) 

I cos 3 (p ds cos 2 <p ds 2 / 1 

3 tan (p 3r tan cp 

9 sec 2 cp 5r (3 sec 2 cp 
_ ds _\ _ ds 7 

6 tan (p 4 (3 tan cp) z 

+^j’=+(/) 

4 r 

als die natiirliche von Ebenen kurve unter zvvcidimensionalcn Laguerrcschen 
Transformationen bezeichnen, wo <t>(p) stetige differenzierbare Funktion und 

dp=]/* 1 *p , ds 

r Kriimmungsradius sind. 


(3) 

Es seien drei Eilinien in R* gegeben. dcren Gleichungcn sind: 

(1) ?=/(«)• 

( 2 ) q =. q ( v ), 

(3) r = r(-d'), 
wo p, q, r die Stutzfunktionen sind. 

Die drei Tangenten zu den Eilinien (1), (2) bezw. (3), gegeben 
durch die Gleichungen 

(4) x cos u + y sin u — p{u) = 0. 

(5) x cos v + y sin v —• q(v) = 0, 

(6) x cos zv + y sin r w — r{w) — 0, 

in denen zunachst p, q, r drei verschiedene Funktionen sein diirfen, gehen 
dann und nur dann durch einen Punkt, wenn die Determinante 

(7) D ss p sin (w — v) 4- q sin (// — w) + r sin (v — u) 
gleich Null ist. 

Wenn die Winkel zwischen (4), (5) und (5), (6) einander gleich 
sind, so folgt aus (7) 

(8) p -f r = 2 q cos a, 



58 


Soji MATSUMURA 


WO 

(9) a = v — u = w — v = (w — u) -r- 2 

sind. 

In (8) kann man wissen, dass 

(10) ^ == 2 cos ct 
P P 

(11) 1 + 1 =2 cos « 

i 

sind, wobei p,p, p die Kriimmungshalbmesser von (1), (2) bezw. (3) und 
b, b, b die Breiten von (1), (2) bezw. (3) sind. 

Aus (10), (11) folgt der 

Satzl: In unsrem Falle ist die Summe der Relativenkriimmungs- 
radiii von erster- und drilter Eilinie zur zzueiten Eilinie konstant. 

Satz 2: In unserem Falle ist die Breite der Relativenbreiten von 
erster- und dritter Eilinie zur zzveiten Eilinie konstant. 

Aus (8) ergibt sich 

y<£ I/ 2 -/ 2 } d0 + ~^ {r 2 -r' s } \pr-p’r’\ d6 

= 4 cos 2 a.\q 2 — q’-\del 

d. h. Fi + F 2 -f 2F\i = 4 cos 2 a. Fa, 

wobei Fi, F 2 , Fa den Flacheninhalt von (1), (2) bezw. (3) und Fi* den 
gemischten Flacheninhalt von (1) und (2) bedeuten. 

(4) 

Wir definieren in der relativen Differentialgeometrie (1) die relative 
Deviation der £ beziiglich c mit 

(1) tan 

tan cp 

wo 9 ?, (p die gewohnliche Deviation (2) ebener Eilinie £ bezw. e bedeuten. 
So folgt aus (1) 

(1) Vergl. SOss, W.: Zur relativen Differentialgeometrie (I), Japanese Journ. of 
Math. Vol. IV (1929) p. 57. 

(2) Matsu MURA, S.: Ober einen affingeometritschen Sate und die Deviation ebener 
Kurven,' Tohoku Math. Journ. Vol. 36 (1933) p. 189. 
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( 2 ) 


Aus (2) folgt der 
Satz : Wenn 


tan 

ds (j) j ds (e) 

dp(t) 
dp (e) 


p(g) = const, p (e) 4- const 
ist, so ist unsere R.-Deviation konstant. 


(5) 

Mit elementar gcomclrischer Methode kann man den folgenden Satz 
beweisen: 

Satz 1: Zwei Beruhrungspunktsehnen in einer Eilinie E seien 
intmer einander gleich. Wenn zwei Winkel- zwischen zwei Tangenten 
einnander gleich sind, so muss E ein Kreis sein. a) 

Aus meiner Arbeit (2) ergibt sich dcr 

Satz 2: Zwei Beriihrungspunktssehnen in einer Eilinie E seien 
einander immer gleich. Wenn zwei Inhalte zwischen zwei Tangenten und 
der Eilinie einander gleich sind, so muss E ein Kreis sein} 2) 

Satz 3: Zwei Beriihrungspunktssehnen und E (Seite von T an gen- 
ten ) seien immer einander gleich. Wenn zwei Winkel zwischen zwei Tan¬ 
genten einander gleich sind y so muss E ein Kreis sein. iS) 

Satz 4: Zwei Sehnen seien immer einander gleich. Wen?i zwei Sek- 
toren einander gleich sind, so muss E ein Kreis sein . (4) 

Satz 5: Zwei Sehnen, die die Randkurve von E halbieren, seien 
immer einander gleich y so muss E ein Kreis sein. 


( 6 ) 

Nehmen wir die Punkte P und P* auf den Kurven C und C* auf jeder 
wie 

(1) op = op* = s 

langs jeder Kurve, wo o der Beriihrungspunkt von den zwei Kurven C 
und C* sind. 

(1) Aihara, Y.: On some charakteristic Properties of Curves and Surfaces, Nippon 
Sugakubuturigakkai Si, Vol. 8, No. 1 (1934) p. 50. 

(2) Nakajima, S.: On some charakteristic Properties of Curves and Surfaces, Tohoku 
Math. Joum. Vol. 18 (1920), p. 280, 512. 

(3) l.c. (2) p. 278, 59. 

(4) l.c. (3). 
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Nach Lipka ( 1) ist 
( 2 ) 


K(C,C*)=e im ?? 


•"►0 s * 

die relative Kriimmung von C und C*, wo 

(3) fp* = o 

ist. 

Dann kann man setzen (1) : 

(4) [K(C, C)]*=f nn 
Man kann (4) in der Form (2) 

(5) [ K{C y C)Y={yi x -yf) 2 + (n 2 -j^ 2 ) 2 +(V -n*) 2 
setzen, wo 

S y\=cZK\ yl=*ZK", 


( 6 ) 

Aus (4) folgt 


—/v' 1 /N/' 1 I /y' 2 . ~'3 'r 'r 

JTmn — 0 l n ~r &n “r &m &n — CL n 


(7) £mn (K n -K n )(K n -K')=g mn (K n -K n ){K n -K n ), 
weil K invariant ist. 


(1) F (f 1 , f n ,. i" ) ) = const. 

bezeichnen die Kurvenpaare im R n , wo £ !i) die Kugeln im R n sind. Nun 
setzen wir 


Wenn 


(2) 

di_ 

df_ 

_djtl 

X 1 

X 2 

X" 

(3) 

II " 

■sft 

ii 

df“ 
" F* 


F'=g^F K , F m = ffl, 
dl m 

y = F' 

u mn F m F n )i: 

(g mn F+ F n y X,, V=(F„ g™ F m F n -Frg™ F n , F n y- F>. 


(1) Bull. Amer. Math. Soc., 29 (1923), p. 345. 

(2) Synge, J. L.: On the Geometry of Dynamics, Philosophical Transactions of the 
Royal Society of London, Series A, Vol. 226, p. 39. 
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Betrachten wir hier 


(5) 

Fr, F*. g ™ F m F n -F r . F„ F* F m 

so folgt 


(6) 

F rn F m _ J r n F„ t F‘F n 

F r F m F n ’ 

d. h. 


(7) 

F m F m F m F m g” F n F, m F” 

Fr F. g M F n F. ' 

so folgt' 1 ’ der 



Satz: Die notwendige und hinreichendc Bedingung dajur, dass (5) 


bestehen in: 

Ftf,f, 

= const.. 

ist ( 6 ), wo 

F r ~, 

Pn jFrirs\ 


9f 

dt I a J 

ist. 




( 8 ) 


Wir betrachten uns nun eine Eilinie F und eine Sehne s durch die 
Gegenpunkte. 

Die Gleichung von F ist 

p=p(<p). 

Wenn y imrner die Affindoppelnormale ist, so folgt aus 



Setzen wir 


(3) ($)~ ^+±(a K cosK<p + 6 lc smK<p), 


so folgt aus (2) und (3) 
(4) 


^jc+i—Oj (* = 1,2,...). 


Aus (3) und (4) ergibt sich: 


(1) Vergl. Synge, J. L.: On the Geometry of Dynamics, philosophical Transactions 
of the Royal Society of London, Series A, Vol. 226, p. 39. 
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(5) {«;»cos(2A + l)<p + 4asin (2X + l)fl’j. 

as 2 


Aus (5) und 

( 6 ) 

ergibt sich 


p(<p)=j> &)+/' (« p ). 


(p (?) 

'ds= 


\P (v)+P"(<P)}<t<P 


(7) psa/ (<p)+p”(<p)=-£+2,{ a 2 m cos (2/*+1)v + 0* sin (2p +1) <p)J, 

2 M-t 

so folgt der 

Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Affinnormale durch die Gegenpunkte besteht, ist die 

(8) p(99)=p( 9 ? + 7r). 

Die Gerade durch zwei Beriihrungspunkte der zueinander pararellen 
Tangenten einer Eilinie /’ sei die Affindoppelsehne und zugleich die Strecke 
zwischen zwei Beriihrungspunkten konstant, so folgt aus (8) und meiner 
Arbeit (1) 2 3 muss F ein Kreis sein, denn aus 

(P (<F) + p ((p 4 - tt) = const., 

= P (<P + *0 

ergibt sich 

(10) p (<p) = const., 

Nehmen wir einen Punkt 0 in F als den Ursprung von Koordinaten. 
Wenn alle Affinnormalen auf den Randpunkten von F durch einen Punkt 0 
immer hingehen, so folgt 

1 dp = 1 dpd6_ 1 P'+P'" 
p 3 ds 3 dSds 3 P+P" 

Aus (11) ergibt sich 
( 12 ) = ^ + 
so folgt <2) 


(9) 


(ID 


(13) 


P'=±]/(£-P i ') + C 1 


wo Ci eine Konstante ist. 

(13) muss ein zentrischer Kegelschnitt sein. <3> 


(1) NakaJima, S.: On some characteristic Properties of Curves and Surfaces, Tohoku 
Math. Journ. Vol. 18 (1920) p. 280. 

(2) Hayashi, T.: .Differentialequations, Okurashoten, Tokyo, p. 155. 

(3) Okada, Takami, Kojima: Affingeometry, Kyoritsusha (1) p. 17. 
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(14) j, = -p(cp)+d 
bezeichnet eine parallele Eilinie zu 

(15) p = f(<p) 

Wenn in den Gegenpunkten von (14), (15) die Affinnormalen zueinander 
parallel sind, so ergibt aus 


( 16 ) 


. 1 d ? 

tan (p = - -: 

* ids 

P'+P "’ = p'+p'" 
P+P" ~P + S+P" 


Aus (16) ergibt sich 

<5 = 0. 

Man kann (8) in einer Raumkurve verallgemeinern, denn 
(17) tan co= ~R' 

bestehen/ 4) 


(9) 


Nehmcn wir einen Tunkt O auf einer Ebenenkurte. 

Ziehen wir eine Tangente OV an O und eine Normale OX zu der 
Kurve. Beziiglich dr rechtwindligen Koordinatensystemc OX , OV ist 
die Glcichung der Affinnormalen 

(1) Y=±- e &X. 

3 ds 


Nehmen wir einen Punkt A auf OX. 

Ziehen wir AB parallel zu OV , wo B der Schnittpunkt \on AB und 
ON ist. 

So folgt 


( 2 ) 


lim 40 AB^±dp 

oa+o OA 2 6 ds 


Wenn 


ist, so folgt 
(3) 


OA^p 



o ~ 3 (p 2 ) 

ds 3 P1 2 ds 


(4) Lehmann, P. : Ober ein System von Fundamentalgrossen dritte Ordnung in der 
Flachentheorie, Sitrungs-berichten der Kaiserl. Akad. der Wiss. in Wien, Bd. 126 (1917) 
S. 25. 

Lilienthal: Vorlesungen iiber Diff. Geo. I (1908) S. 25. 
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wo P l der Krummungshalbmesser der Evolute der gegebenen Kurve ist. 

Satz: Dutch den Krummungsmittelpunkt ziehen wit senkrechte 
Gerode su der gewohnlichen Normale, dann ist die Strecke zwischen dent 
Scknittpunkt und dent Krummungsmittelpunkt gleich i Radius von der 
Evolute der gegebenen Kurve. 

Der Inhalt dieses Dreieckes ist gleich 


(4) 


1 ndp 

6 9 ds' 


Nehmen wir die Punkte T, S auf OX und ON so, dass 

Of=P , 

OS = r, 

ist, wo p, r der Krummungshalbmesser und Affinkrummungshalbmesser von 
r sind. 

Der Inhalt von O S T ist mit 


(5) 


gegeben, da 

(6) 



tan TOS=±-^£ 
3 ds 


ist. 

Wenn AB~0 in (20) ist, so muss unsere Kurve ein Kreis sein. 
Wenn 

AB = constant 

in (20) ist, so folgt 

(7) p* = **+i, 

wo a, b zwei Konstanten sind. 

(7) bezeichnet Kreisevolventen-Cycloidalenkurven. 


( 10 ) 

Es sei 

(1) f(x,y)=0 

die Gleichung einer analytischen Kurve (M), die ein konvexes Oval bildet, 
und es sei femer q> der Winkel der ausseren Normale gegen die A'-Achse. 
Es sei weiter mit p der durchweg positiv gerechnete Kriimmungs- 
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radius von ( M ) im Punkte x,y bezeichnet; dann bestehen fiir die Punkte 
von ( M ) die 


( 2 ) 


r dx 

dtp 


—p sirup, 


] 4y 

k dcp 


— p COS (p. 


Spezialisieren wir die Lage des Koordinatensystems dahin, dass die 
-Y-Ache ( M) im Punkte x = 0 beriihrt und daher <p = — n/2 ist, so hat 
der im Koordinatenursprunge ( M ) fiinfpunktig beriihrende Kegelschnitt 
eine Gleichung von der Form (1) 


(3) jy=^-(Ax 2 + 2Bxy + Cj/ 2 ). 

£ 


Der Mittelpunkt V \on (3) ist 


(4) 


wo 


Setzen wir 


' x — 


L? = 


B-A 

(A-B)B 


A~Jl • B— — pl • 67= 9p 2 + 5pi 2 — 3pp2. 
p’ ’ 3p 2> 9p 3 

dp 


Pi*= 




so folgt 


4>=£(OV,Oy), 


tan </> = 


pi__ _ l ^p 

3p 3 


Also ergibt sich der 

Satz: Die Richtung von cittern Putikt P von F zu dem Mittelpunkt 
ist die A ffinnorntale in P. 

Aus diesem Satz kann man den folgenden beweisen. 

Satz: Nehmn wir eineti Punkt P auj r und ziehen eine Sehne S 
parallel zu der Tan genie T an P zu F. 

Wenn S nahe T ist, so salien die Streekett zwischett T und Be - 
ruhruungskegelschnitt einander gleich seiti. 

In A O S T bestehen 


(1) BdHMERj P.: Ober elliptischkonvexe Ovale, Math. Ann. 60 (1905) S. 256. 
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tan Z SOT=±-&, 
3 ds 


tan Z STO—~ 


r dp 

ds 


3r- 


tan { 7 r—Z OST\ — 






Wenn 


3r=p 




ist, so ist TS parallel zu der Tangente an 0 zu der Kurve. 

Wenn 

^=0, oder r- 0, 
ds 

ist, so ist TS senkrecht zu der Tangente an O zu der Kurve. 

Es ist niitzlich, dass man der Gleichung einer Schar von parallelen 
Kurven immer die Form geben kann: 

ff(p±a) 


(5) 


=j j - 


p + a 


pdp. 


indem man die Funktion / in geeigneter Weise bestimmt/ 1 ’ Aus (5) 
ergibt sich 


Setzen wir 


so folgt 


, 1 dp 1 p + a 

tan (p~ -~ -— r. Z — p. 

3 ds 3f(p + a) 


P - p0 + S ®o + j&f)o + i(^)o + "" 


(d tg<p\ 

1 + (3 * )2 | 

(d~t£<p\ 

\ ds ) 

0 o 

\ ds* ), 


( 11 ) 

PN , PN seien zwei Affmenormalen und Px gewohnliche Normalen in 


(1) Kowalewski, G.: CtSARO, E.: VorlesunRcn iiber naturliche Geometric (1926) 
$. 33. 
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P in (1). 

Nehmen wir einen Punkt X auf Px und ziehen eine Gerade XNN 
senkrecht zu Px, wo N, N die Schnittpunkte von XNN mit ON sind, so 
folgt 

NN=1 ($>- d P\PX, 

3 \ ds ds) 


APNN _ 1 /dp _ dp\ 
PX * 6 \ds ds) 


Haben wir vier Kurven K\, Kz, Kn, K\ in (1), so ergibt sich: 


tan (px = 
Besteht 


tan (p 2 — tan(p 3 =~ ^ f tan <p 4 = 1.4£*. 


3 ds 


3 ds 


tan (p 3 = — - 

' 3 


3 ds 


tanyi : tan (f 2 = tan '/>3 : tan (p\ 

zwischen (fu so folgt 

dp\ dp>2 _ dp% * dp 4 

ds ds ds ds 


( 12 ) 

Betrachten wir eine Eilinic (a) p = p{(f) in R 2 , wo p , polare Tangen- 
tenkoordinaten sind. (1) 

Nun betrachten wir andere Eilinie (fi), deren Gleichung ist: 

t = +f{<P + n ) 

so ergibt sich aus einem Satz \on Hayashi (2) der folgende Satz. 

Satz: Die Stelle der extrcmalen CJtordc von (a) ist der Stelle der 
cxtrcntalen Chorde von (ft) gleich und geht durch einen festen Punkt , denn 
nach Hayashi besteht fur die extremale Stelle (pi : 

+ p'(Vi 4- n) = 0, 

P = /(ri) = -/(? + *). 

In Svss' Arbeit (3) nehmen wir c als p — p((p) und 5 als p = p((f) + 
p(<p 4 - n) t dann ergibt sich 

r J> (<f)+fi (<P4-tt) 

P {<P) 


(1) Jordan, C. et Fiedler, R.: Contribution a L'etude des Courbes Convexes Fermees 
et de certaines Courbes qui s’y Rattchent, 1912. 

(2) Hayashi, T.: The extremal chards of an Oval, Tohoku Math. Journ. Vol. 22 
(1923) p. 290. 

(3) Stiss, W.: Zur relativen Differentialgeometrie: I, Japanese Journ. of Math. IV 
(1927) p. 57. 
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0 __ P(<P) + P(<P+Tr) 

Wenn ?' = 0, so folgt 

p((p)=p((p+7r) 

Nun 

[Inhalt von (£)] = (£[ (<?)+/ (<? + *')! 2 ~ {/' (?>)+/' (<P + tt)} 2 ]afy> 

= [Inhalt von (a)] -f C, 
wo 

G=(£ {/ fa) / (9 + ir) -P' (<P) P' (<P + tt)I dtp, 
so kann man haben: 

n [Inhalt von (a) + G ] Si [Umfang von (a)]/2. 

(13) 

Wir betrachten eine Eilinie (a): 

f=p( e ). 

wo p, 0 polare Tangentenkoordinaten sind. 

Nun betrachten wir vier umschriebene rechtwinklige Seiten, deren 
Gleichungen 

p=p(ff), p=p(o+^y.p=p(d+ir), P=p(e+ i z-'j 

sind. 

Betrachten wir die Schnittpunkte 

P=P(0), p=p(0+j); p=p(e+^y P=p(0+ir); p=p(0+-rr), 

P=p(o+~)\ P=p(e+^f). P=PW) 

bzw. mit 

P, Q, R, S. 

Wenn wir von einem festen Punkt O in (a) zu PQ, QR, RS, SP vier 
Lote OP', OQ', OR', OS' ziehen und 

ist, so folgt 

[p{ 0 + i") ^ cos IT \f ^ + ^ ~K e+ ~j ) cos tJ 


sin a — 
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p (0)=p(e+j)=p (0+rr)=p(e+^-y 

d. h. (a) muss eine konvexe geschlossene Kurve mit Periode n/2 haben, 
denn im allgemeinen besteht 

jypz _ C P (#Hhjj) —p ( 0 ) cos §3 2 

sin 2 8 

wenn P der Schnittpunkt von 

t—p(0) 

und 

P = p(# + d) 

ist 


(14) 


Betrachten wir drei Eilinien 


t = p = pi (<p), p = ps(<p), 

die in einer Beziehung 

(1) (/i + k) p = hfi ■+■ lzp'2 
haben, wo h, k zwei skalare Grossen sind. 

Aus (1) ergibt sich: 

(2) li 2 Fi + 2hhFi2 + k 2 F<> = (A + k) 2 F . 

wo F, Fi, Fz der Inhalt von ^ = ^( 99 ), p = p 1 (q)) ) p = p 2 (cp) 
und A 2 der gemischte Inhalt von p = pi(<p), p = ^ 2 ( 9 ?) ist. 

Aus (2) folgt 

(3) h 2 (Fi - F) + 2 / 1 / 2 (A 2 - /*) + h*(F*-F) = 0 
Damit (3) fiir reclle Werte / 1 , /2 existiere, erhalten wir 

(4) (Fi-F) (Fz—F), 

d. h. 


(5) 


Fl2 2 -Fl F 2 > ^7 

2Fi2 — -A. — 


(15) 

Setzen wir 

p = /i^i + kp2 4* 

wo p — pi(<p), U Konstanten sind. 

So folgt 


“h Infint 
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F=±f\p>-J>'*}d<p 

= jf{VlPl+h/>2+-.-l 2 -[hPl'+l*/>2’ + ...] 2 ]d<p 

=z a 2 (|/ {A s -/; s i </*) 

+ 22A4^~-J* \PiPk PiPk\ dqp'j 

d. h. 

F=Fi ll 2 + p2 4 2 +. * . /n 2 +2/^12 /l ^2 + 2/^23 4 4 4* • • • 

WO 

F,=1J \p?-p\ 2 \d<f, 

P«c = ! AA —pi pk t dtp. 


(16) 

Neuerdings hat Ganapathi den folgenden Satz bewiesen: (1) 

Man kann zu einer Eilinie gerade Anzahl von rechteckigen Quadraten 
umschreiben. 

Im flogenden beweisen wir ihn mit anderen Methoden. 

Setzen wir 

+ (90 -pi}f) +l>( f P + n), 
so hat +(9 ? )— p{$> + n /2) die Periode n. 

4>(<p)—p((p + n/2) hat gerade Anzahl von Nullstelle im 0 Si f p < n > 
wenn wir es doppelt zahlen, w.z.b.w.. 

Setzen wir p oder r anstatt p, so kann man die ahnlichen Satze beweisen, 
wo p und r Kriimmungshalbmesser bzw. Radiusvektor sind. 


(1) Ganapathi, P.: An note on the Oval, Math. Zeitschrift 38 (1934) p. 490. 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (X) 

Soji Matsumura 

( 1 ) 

Wenn 

(1) t>=i> 
ist, so folgt aus der Formel: 

f 

(2) \ v r =-c? B , 

(3) £„+(l+2 c°-)£=C. 

Aus (3) ergibt sich 

(4) £=As\n(\l + Wa+B), 
wo A, B und C Konstante aus a sind. 

Aus (4) folgt der 

Satz: Wir gcben cinen Kreis i in Rz als die Funktion eines Para¬ 
meters t. Sind V, 0 die beidcn Schnittpunkte von £ mit Nachbarkreits, die 
betden Enveloppcnpunkte und 

D==o 

so folgt (4). 

Aus (2) ergibt sich 

(^17 — C C 

d.h. cos 2 (£,£,), 

wo (p der Winkel zwischen t), und », sind. 

( 2 ) 

Betrachten wir 

(1) cos 2 <p= T^p, p s , cos 2 <p= 7’*' 1 p „ pg, 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV, 
No. 2, January, 1935.] 
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WO 

(2) A* PaPft =l A^p.p^l. 

Ersetzen wir dies in 

( 3 ) A^p.p f =A^*p a p f , 

so ergibt sich 

(4) A* p a p f =A* cl c | p. pe, 

WO 

(5) p a =c*p fi . 

Aus (4) folgt 

( 6 ) A^=4 4 A™. 

Durch (6) werden also in den A ap die homogenen affinen Substitu- 
tionen dargestellt. (1) 


Wir betrachten drei Kreise St, St, St im Rs, die durch die beiden 
Kugelpaare % a , ? und f [a, fa y = I, II] dargestellt sind. 

Wir definieren: 

(1) A+=(ff), 


P==f>«E% V=Paf 
die normierten Kugeln durch St bezw. 51 mit 
/ox f 1) t)=P« Pfi A' $ =l, 


[VV=p.PfiA‘ l, = l, 

\xiX)=p.p p A‘ f =1, 
C cos-<p=p. Pfi T‘ p 


sein, wobei (p , <p die Winkel zwischen 9 und St bezw. t) und 51 sind. 

Wenn q> = q)=z7i/2 ist, so folgt aus (3) 

(4) Pa p,T^=0, p m p,T+=0. 

Nun betrachten wir Nullkugeln £ durch die Schnittkreise von t) und 
9 , so folgt 

(1) Vergl. Matsumura, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (V), Mem. 
of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Vol. V (1933) S. 317. 
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(5) r = + 

Wegen (4), (5) ergibt sich aus (££)=0: 

(6) p a pa (t) a V* -f Pu pK t)* V K ) = 0. 

(6) ist die Bedingung dafiir, dass (5) cine Nullkugel ist. 

(4) 

Betrachten wir die Kugeln, die einer linearen Gleichung 

( 1 ) 3 = 

geniigen, wo q v skalare Grossen und P f Kugeln im Ra bedeuten. 

Dann bezeichnet xr in (1) zwei Punktc in Ra. 

Aus (1) folgt 

d.h. (2) 0 =er*P^P» 

wo 

(3) **==** 

(4) 

Man nimmt statt (4) an: 

(5) Rang f |^| )=3. 

Fiir den Gebrauch der P ¥ fiihren wir zweckmassigervveise ein Grossen- 
system Cafiys mit vier unteren, unabhangig die Ziffen von 1 bis 4 durch- 
laufenden Indizes ein, das in jedem Indexpaar schiefsymmetrisch ist. (1) 
Dann gilt wie iiblich fiir unsere (1), (5): 

(6) c aPys e Afl , p a* K a?* 1 a** a S(> =0, 

w r o wir annehmen: 

( 7 ) Cl 2 3 4=1, 

dann sind alle entweder als 0 oder als 1 oder als — lbekannt. 

Setzen wir 

( 8 ) T=e aPyt e K ^a' K t* c* ^ 

so folgt 

(9) T=<abrd >, 

wo a, b, c, d vier kontravariante Tensoren zweiter Stufe sind. Fiir die 
schiefen Produkte gclten Rechenregeln wie die folgenden: 

(10) < A a, b, c,d> = A < a, b, c, d>. 


(1) Thomsen, G.: t)ber Kegelschnitte im Raum, Math. Ann. 108 Bd. (1933) S. 260. 
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wo A ein Skalar ist und ka den Tensor A * bedeutet. Ferner gilt, wenn 
g + h der Tensor mit den Komponenten g a3 + It* ist: 

(11) < g + h,b,c,d> = < g,b,c,d> + < h,b f c,d>. 

Im allgemeinen gilt: 

(12) < ^ g + h y b t c, d> = ^ < g, b x c, d > + j u < h, b, c, d >, 
Die Gleichung (6) konnen wir schreiben als 

(13) < a, a, a, a > = 0. 

I- Sind a afi und b afi die Koordinaten der Kurvenpaare in R* t so ist 
durch 

(14) K - (< a,a,b,b>) 2 

< a, a, a, b >'< a, b, b, b > 

die einzige Invariante der zwei Kurvenpaare gegeben. K ist invariant. 

II. 1st a 0/l ein Kurvenpaar, so wird durch e a p yi e kll , p a** a yp a tP ein 
Grossensystem mit den freien unteren Indizes a und 1 gegeben, das, 
abgesehen von einem Normierungsfaktor, einen kovarianten Tensor zwei ter 
Stufe darstellt 

Dieser Tensor erweist sich, wie leicht nachzurechnen ist, als Rang 1, 
er lasst sich also mittels eines Vektors v a als Produkt v a v k darstellten: 

(15) v a v k =e^ yt a** a lP , 

v a ist wie leicht nachweisbar einfach der kovariante Vektor der Ebene des 
Kurvenpaares. 

Man kann die Verhaltnisse der v a auch als Lbsungen des homogenen 
Gleichungssystems 

(16) a*Va = 0 
gewinnen, dessen Matrix den Rag 3 besitzt. 

Hat man weiter eine beliebige von v m verschiedene Evene so wird 
durch 

(17) y*=cC*Wp 

der im Kurvenpaar gelegene Punkt y* gegeben. 

Setzt man in (17) alle die w m ein, fiir die 

( 18 ) a** w a Wp—Q 

gilt, so erhalt man die samtlichen Punkte des Kurvenpaares v 

III. Schreiben wir fiir den Tensor zweiter Stufe P* P*, der als 
Produkt zweiten -kontravarianten Vektors entsteht, das Fettdrucksymbol 
[xy] und setzen auch derartige Symbole in die vier Leerstellen des schiefen 
Produfctes (9) ein, so konnen wir, wenn a ein Kurvenpaar darstellt, den 
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Ausdruck 

(19) p — ^ [yy ]* a » 

<[*J'],a, a,a>2 

bilden. 

P ist nur eine relative Invariante. 

Wir betrachten einparametrige Scharen von Kurvenpaar, die wir mit 
Hilfe eins Parameters t darstellen, indem wir die zehn ct* als analytische 
Funktionen a aP bezeichnen. Die Punkte des Kurvenpaars erfiillen dann 
eine Flache. 

Jetzt gilt (13) identisch in t. 

Schreiben wir fur d/dt(a° p ) auch a aP , so folgt aus (13) durch Ableiten 
wegen der Konstanz von und wegen der Vertauschbarkeit der vier 
Tensoren in dem Symbol (9) : 

(20) < a, a, a, a > = 0. 

Wir setzen weiter zur Abkiirzung 

(21) B — < a, a,a,a>, 

(22) C = < a, a, a, a >, 

(23) I) =< a , a , a , a >. 

Wir betrachten den Biischel aller Tensoren die die Linearkombination 

(24) c aP —\ . a aP + iLa afl 
von a aP und # a/i mit zwei beliehigen Skalaren sind. 

Im allgemeinen wird c* p den Rang 4 besitzen, und durch 

(25) C*P a P fi =0 

ist dann das Flachenpaar dargestellt. 

Durch das Gleichungspaar 

a^P a P p =0 und (t1* + af*dt)P m Pfi =0 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch das Paar der Gleichungen 

(26) a* p P a Pp=Q 

und 

(27) a* p P a Pp=0 

sind alle Ebenen bestimmt, die zwei benachbarte Kurvenpaare unserer Schar 
gleichzeitig beriihren. 


(5) 

Wir haben als eine Kurvenentfernung p eines Raumpuaktes z vom 
Kurvenpunkte £ 
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(1) P=( s —b‘€ l"- • •£ <b " 1) ) "» 

wobei die Ableitungen nach der Affinlange der Kurve £ genommen sind. (1) 
1st £ eine Kugel und £ ein nicht auf ihm liegender Punkt, so ist 

( 2 ) 

der zu £ in bezug auf die Kugel £ inverse Punkt. 

Aus (1), (2) folgt 

(3) p~{2 (z ?) £-2 £, £' £".. .£ (n “ 1) )^ r , 

so folgt der 

Satz: 1st £ Kugel im R n und £ liegender 

Kurvenpunkt, dann wird die A jjinentfernung p eines Punktes, des zu £ in 
bezug auf die Kugel £ inversen Punktes, von dem Flachenpunkt £ mit (3) 
gegeben. 


( 6 ) 

Betrachten wir 

(1) cos 2 cp= T m(t (t) p„ Pt 
wo t ein Parameter ist. 

Wenn (p = n/2 , so folgt 

( 2 ) T aP (/) p a p fi =0. 

Wenn fur 

r* 3 {t + dt)=T* (/) f* (t) dt, 

(2) bestehen, so folgt 

(3) (7* (*) + 2T*M *)**=(>. 

Aus (2), (3) ergibt sich 

(4) f**(t)p aPp= : 0. 

Hier miissen wir (2) und (4) betrachten. 

(7) 

Es seien zwei Kreise SI, S3 im R 2 gegeben, so bezeichnet 

( 1 ) £=^ + 1.83 

einen Kreisbiischel durch die Schnittpunkte SI und S3. -Greichfalls 
bezeichnet 

(1) Ogiwara, S.: Ober die 4j0M 1 ^ urvenen ^ ernun S en > Tohoku Math. Journ. 38 (1933) 

p. 101. 
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(2) « = a + ^ 

einen Kreisbuchschel durch die Schnittpunkte der zwei Kreise a und /?, 
wo A, v zwei skalare Grossen sind. 

Wenn % und u auf einander senkrecht ist, so folgt 

(3) 0=«£=($! ce)+X (91/3) + * (S3 a)+\v(B0) 

•Ist die durch (3) bestimmte Beziechung eine involutorische, d.h. sollen 
A, v vertauschbar sein, so miissen die Koeffizienten von A und v einander 
gleich sein, und wir finden als die Bedingung fur die involutorische Lage 
der Kreisreihe 

(«# = (»«). 

£=(9I + p S3) + X (S3 +p<5), 
u = (cc+vP) + \ (£+ 1 / 7 ) 

bczeichnen zwei Kreisbiischel in Ri y wo 91, S3, G, a, /?, y die Kreise in R 2 , 
p. A, v drei Parameter sind. 

Fiir die involutorische Bedingung von (£») = 0 ergibt sich: 

(91 + p S3, ft+v 7 ) — (S3 + P a +v &) — 0. 

Diese ist die bilineare Gleichung zwischen p und v. 

Sollen p und v vertauschbar, oder auf jedem der Gebilde zwei ter 
Ordnung eine Involution bestimmt sein, so folgt 

(ci+p S3,/3+^7) = (23 + P®»oi + i//9), 

d.h. (S3 j3) — (<S cc) =(a 7 )—(S3 0), 

oder (a 7)—2 (S3 £)-f-((5 a)= 0 . 

Tm Folgendcn bcjtrachten wir zwei Kreisbuschel 

£;=(9l-fpS3) + 2\ (S3 + p<5) + X 2 (<5 + p#), 

« = ( <x+v@) + 2\ (& + vy) + \ 2 (y+v8), 
wo 91, S3, <5, #, a, /?, 7 , d die Kreise und p , A, v die skalaren Grossen sind. 
Wenn 

(£ u )=0 

involutorisch ist, so folgt 

(a 8 ) - 3 (S3 y )+3 (6 /3 )—(» a)=0 

( 8 ) 

Sind J, 9 zwei Kreise im A’s, so kann man setzen 

(1) (5f)=l» (mj)=l. 

Sind <p ein Winkel zwischen % und n, so folgt 
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( 2 ) 

Aus (2) ergibt sich 
(3) 


COS 2 tp = 


(St>)* 
(S S)(» 9) 


sin 2 95 = 1 — cos 2 9 ? 

_ {(s s)(t> a) — fe q) 2 } 
(s s)(t) 9) 


Wenn <f> ein Winwel zwischen £ und £ + ^£, so folgt 
(4) rin 3 - f (S S)(S + dj, £ + d g)- fe, g+ g) 2 } 

(s £)(£+<* £»£+<*£) 

_ t(ss)(<*s<*s)-(s^s) 2 } 
(ssXs+^g.g+^g) 


Nun haben wir 


(5) (S+^S»S + ^S)= 1* 

(6) (S + ^S*S + ^S) = (es) + 2 (E^E) + (^E^E) 

= 1 + 2 (E^g) + (<fg<fg) 

Aus (5), ( 6 ) folgt 

(7) 2( E rf E ) + («r E ,«r E )=o. 

Setzen wir (7) in (4), so folgt 

(8) sin 2 «#»=(ee)(^J^e)-(^E^£) 2 . 

Aus (1), (7) und ( 8 ) ergibt sich 

(9) sin 2 (£ = (</gaTg). 

Setzen wir 


( 10 ) t=\g + g', 

wo A ein Parameter, t und £ zwei Kreise im A ’2 und g' = ist. 

at 

Aus (10) folgt 

(11) (st) = x(ss) + (ss')» 

d.h. (E t) = >. 

denn ( 1 ) besteht. 

So folgt aus (10) 

*=(£*) + £'• 


(9) 

Betrachten wir zwei Kreise g(/), e im Ra, so folgt 
( 1 ) cos 2 ip=(s,t + 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE UND KUGELN (x) 


79 


wo (p der Winkel zwischen 2 und £ (/ -f dt) und t ein Parameter ist. 
Aus (1) ergibt sich 

(2) cos 2 V = (j (/), 3 ) + (j (/), s)dt+~ {s, f (/)) dfi+., 

£ 

denn 

(3) j (t + dt) = ■£({)+%'(t) dt + ~ e" (/) dt 2 + .. . 
ist. 


Aus (3) ergibt sich 

(4) 


lim 

dt-+0 


2 cos a <P_ /r . 


wenn 


( 5 ) (~ e ’)=0 

ist. 


(5) bedeutet, dass der Krcis 2 zu den Kreisen £ und £4-£'^, senkrecht 
ist, so folgt der 

Satz: Wenn ein Krcis 2 2 u zuei betiachbarten Kreisen £ und £ + £ / 
dt senkrecht ist, so besteht (4). 

Stehtein Kreis 2 mit drei benachbarten Kreisen £»£ + ^£,£ + ^£ + —^ 2 £ 

2 

in einer linearen Beziehung, so folgt 


( 6 ) s = Ai + B(jc + di) + C (s + di + ^d-i) 


d.h. (7) -3=\£+fiE' + i'E", 
wo A, B, C, A, //, v die Konstanten, 


£ = 


— und t ein Parameter ist. 
dt 


Aus (7) folgt 

(8) 0 = (£ s) = X (£ £) + p (£ £0 +1* (£ n. 

wenn £ zu 2 senkrecht ist. 

So folgt 

(9) 0—\—v 

wenn 

( 10 ) <££)= 1 . 

(ID (£'s') = l- 


Aus (9) ergibt sich k = v, so folgt aus (7) 

( 12 ) ~ = X (£ + £") + ** £'• 

(11) bedeutet do 2 = d&, wo do ein Winkel zwischen zwei nachbam Kreisen 
£ und £ + dr ist, dann folgt der 
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Satz: Wenn der Parameter t des Kreises ±.do gleich und zu drei 
benachbarten Kreisen senkrecht ist: 

£> l + Z + 2d£+d*z> 

so besteht (12) 


Ein beliebiger Tangentialkreis einer Kurve v (o) lasst sich wie folgt 
darstellen: 

p(<r)=f (<r)+ -pT-rf M- 
R (<r) 

In der Tat gilt nach der Formel von Thomsen: 

dp d£ , f d ( 1\)_ , 1 dx> 


dp _ d£ ^ (d_ f 1 
da da I da \ R 






(*=± 1 ) 


Wenn in den Gegenpunkten 


ist, so folgt 


'd.h. p=const. -fp, 

da da 

£(£)(■* 

.(4-«s)i! + |4(4)li 

X R 'da { da X R J) 


(ID 

Es seien zwei Kreise St, R im Rs gegeben. 

Ist x )=p*& eine normierte Kugel im Rz durch St, so setzen wir 

( 1 ) r)i)=p a p,A^=l. 

Dann muss sein: 

(2) . cos 2 <p=T‘ > p aPft 

wobei <p den Winkel zwischen t) und St bedeutet. 

So folgt 


(3) 


coa s <p= 

A^PaPp 
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Aus (3) ergibt sich 

9in + tp'j + y(A al> — T' /> ) p a p f 


(4) 


sin (f-^) lT+ PmPt -UA*-T«)p m to 


Es seien zwei Kreise St, St im Ra gegeben. 1st p==p«£ a ein normierter 
Punkt im Ra durch St, so setzen wir 

(5) y)x) = p a p{i A aP =0 

Dann muss sein: 


(6) cos 2 cp =( T* — A#) p a p p . 


Aus (5), (6) ergibt sich 

(7) cos 2 (p-=(T aP - A* p ) p a pp. 


( 12 ) 

Es sei £(t) die einparametrige Kreisschar in Rz, i(t) mit £ 2 =0 die 
Stellung der zugehorigen Tangentenelemente. 

Wenn wir Ableitungen nach dem Parameter t mit Punkten bezeichnen, 
so lautet die Bedingung dafiir, dass zwei Nachbarkreise £ die Kurve £(*) 
beriihren, wobei 

( 1 ) 11 = 0 . 

Wir erhalten die Streifenbedingung (1) durch 

(2) l = i(/)+i(*)i(o, 

weil die Bedingung (1) auch fur £ erhiillt ist. Es ist ja 

(3) l€ = (f + ii + i«)i = o 


wegen 

£ £ = 0 . 


Wir wollen nun dem willkiirlichen Faktor A(t) in (2) einen bestimmten 
Wert erteilen. 

Wenn ein Kreis rj zu £ senkrecht ist, so folgt 
(4) v £ = £ n + X £ rj = 0, 


wobei A die Konstante bedeuten. 
Daraus folgt 

(5) * = 


m 

(h) 


Aus (2) und (5) ergibt sich 
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( 6 ) 


g-g (£v)g 

(h) ' 


Der Parameter t soli durch einen neuen Parameter s ersetzt werden, 
wo s definiert ist durch die Forderung 

(7) s=J±]/l"-dt+c 



Die folgende Tabelle skalarer Produkte besteht: 



' 

A • 

e e f 



10 1 


k 

0 0 0 

Es sei durch 


10 1 

(13) 

0 ) 


II 

8° 

eine Kurve auf der Kreisflache 


(2) 

6 

=6(u u u 2 ) 


gegeben. (1) 

In bezug auf u»(t) ist dabei angenommen, dass sie stetig und min- 
destens einmal stetig differenzierbar sind, und dass eine Teilung ihrer 
Ordinatenmengen im Definitionsbereich B der Funktion (2) liegt. 

Die unabhangige Veranderliche t sei auf ein solches Intervall 
beschrankt, dass kein Funktionswert ««(*) auszerhalb von B liegt. 

(3) 6=6 («! (/), u 2 (t)) = <p (/). 


Fur das Quadrat des Bogenelementes der Kurve ergibt sich nach (2) 


da 


ist. 


(4) 

ds 2 =d9 dB- 

_ d6 

88 


du t 

. Sup 

(5) 

dB= —du a = 

. 39 

dui 

8u. 

8u t 


) Matsumura, 

.S. : Beitrage zur 

Geo. 

der ] 


du 2 


duo 


Fac. of Sci. and Agr. f Taihoku Imp. Univ., Vol. V (1932) p. 133. 
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Setzt man nur Abkiirzung 


( 6 ) 

so folgt aus (4) 


38 38 
3u a dUp 


(7) ds 2 =g' afi du a du p , 

Aus (6) erkennt man, dass das Quadrat der Lange des Vektors 
38 38 

-—, g 22 das Quadrat der Lange des Vektors — und gi 2 das innere 
3ui duo 

Produkt dieser beiden Vektoren ist, so dass fur den Winkel 0 der Para- 

meterlinien in eincm Punkt P(m,U 2 ) 


(8) cos 0— 

vgll gll2 

gilt. und g 22 sind stets positiv. 


(14) 


Nun betrachten wir 


(1) 


CO sZ<p=T^P». 

A^p.Pt 


Wenn fiir P a cos 2 (p in (1) Maximum- oder Minimumwerte annimmt, 
so folgt 


( 2 ) 

d.h. (3) 


a (cos 2 y) _ 0 
3 pK 

(T**— cos 2 (p • A**) pfi—Q, 


so folgt der 

Satz: Die Richtungen der Maximum - oder Minimumwerte von (1) 
sind die H auf trie htun gen von T°^. 

Wenn 


ist, so sind die Richtungen von den Hauptrichtungen unbestimmt. 


(15) 


Betrachten wir Kreisflache 
(l) r=E ('»■>■)» 

in der die Minimallinien als parametrische Linien sind, (1) so folgt 

(1) Vergl. Matsumura, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (I), Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. l T niv., Formosa, Vol. V., No. 3, p. 75. 



84 


S6ji MATSUMURA 


(2) 

d. h. ( 3 ) 


a a s 

Su dv 


0 . 


£=/(')+? ( T )- 


(3) bezeichnet eine Translationsflache. 


(16) 

Wenn zwei Kreisflachen s, s konform sind, so folgt (1) 


ft ft) ft*r) (ft*r)’ 


also ergibt sich 

(E » 2 = » Vxp = {VxpY 

(Vy>) 2 V<\>*Vip (F>) 2 ’ 
wo zwischen zwei Flachen 


und 


bestehen. (2) 


t) = </>(/, r) 


-r)=zy>{t,r) 


(17) 

Nun betrachten wir isometrische Koordinaten auf der Kugelflache. 
Sei K der Modul der elliptischen Funktionen mit dem Argument u, 
K' der Modul fur das Argument v. 

Es bedeuten K und K f Komplementarmoduli, so dass K 2 + K' 2 = 1 
ist. Wird der Mittelpunkt einer Kugelflache mit dem Halbmesser r zum 
Anfangspunkt orthogonaler Koordinaten x, y und z genommen, so ist 

(1) . x 2 + y 2 + z 2 = S 

Dieser Gleichung wird durch folgende Werte von x t y und z geniigt: 

( 2 ) x = r sin am u A am v, y = r A am u sin am v, 
z = r cos am u cos am v. 

Diese Gleichung gibt 


(1) Matsumura, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln, Mem. of the Sci. 
and Agr., Taihoku Imp, Univ., Vol. V (1932) S. 78. 

(2) Weatherburn, C. E.: Diff. Geo. of three dimensions II, Cambridge (1930) p. 


189. 
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(3) 


dx dx ^ dydy dzdz 
du dv dudv dudv 


= r*( 1 — K 2 sin 2 am u — K ' 2 sin 2 am v). 


Durch die vorstehcnden Gleichungen ist bekanntlich ein System 
isometrischer Koordinaten charakterisiert. 

Sieht man allgemein u und v als Funktionen von f und q an, so 
reduziren sich die Gleichungen 


(4) 


dx dx dy dy ^dz dz 
dp dq dp dq dp dq 



infolgc der Gleichungen (3) auf 

(5) 


dudu dv dv _q 
dp dq dp dq 


Wenn 


/ du\ 2 / dv\ 2 _ / du\ 2 (dv\ 

\dp) \dp) -\dq) \dq) 


1 — K 2 sin 2 am u + A " 2 sin 2 am v 


in (3), so folgt aus (4) 

( 6 ) 


r dx^ __ dx 
dp dq ’ 
dy_ _dy 
dp dq 
dz _ dz 
dp dq 


U&) 

Sind Si die Kugeln im Aa und £ ein nicht auf ihm gelegner Punkt, 
so sind 

(1) p t =2(£f i )f < ~£,(/=l,2,3,4) 

der zu £ in bezug auf die Kugeln Si inverse Punkt. Wenn Si gemeinsame 
Wurzelachse besitzen, so kann man setzen 

(2) & S *«+AQ> 
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so folgt (1) aus ( 1 ), ( 2 ) : 

(t)i> 92* 98 * 9 *)=((£ £1) £i» (£ £2) £2* (£ £s) Sst (e £4) £4) 

, 3) - (Of £1) £1 - fe £2) Mfe £3) £8 -fr £4) £4) 

«s £2) £*-(e £«) £.)(& £4) £i-(s £0 £0 
= unabhangig aus 

wo (pi, t)2* 93, 94) das Doppelverhaltniss zwischen 9* bedeutet, $T, S 3 zwei 
feste Kugeln und a%, fa zwei skalare Grossen sind. 

Aus ( 3 ) ergibt sich der (2) 

Satz: 9 i seien vier zu einem Punkte E in bezug auf die Kugeln £ 4 , 
mserse Punkte, so ist (91, 92* 93* 94) von 9 unabhangig , 700 £< gemeinsante 
Wurzelacks haben. 


(19) 


Sind £, £1, 
Punkte, so sind 


(i) 


, £n-i Kreise und z, z\, , z n -\ nicht auf ihm gelegene 

' zi = - 2 (z£) £ + z, 

Z2 = — 2 (zi £1) £l 4 “ £1, 

- zs = — 2(z2 £2) £2 + £2, 


L Zn — — 2(z n -l £w—l) £« —1 4“ Zn — 1 

die zu z , si, , z n - 1 in bezug auf die Kreise £, £ 1 , , £»-i inversen Punkte. 

Wenn z nach dieser Inversion invariant ist, so folgt 

r si = — 2(s £) £, 

^ 2 ^ ^ S 2 = — 2(zi £ 1 ) £1 4- zi, 

. Z = — 2 (z n -l £n— l) £n —1 4" Zn-1 . 

(2) ist die Bedingung zwischen z } £, £ 1 , , £ n -i dafiir, dass ein Punkt z 

nach der Inversion invariant sei. 


(1) Hayashi, Nishimura and Kamiya: Projective Geometry, Tokyo (1928) p. 54. 

(2) Walsh, J. L.: A Theorem on Cross-Ratios in the Geo. of Inversion Annals of 
Math. 23 (1921-22) p. 46. 
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Nehmen wir einen Punkt u als Linearkombinationen von j* und 
[a = 1,11], sofolgt a > 

(1) »=P.S+/VE [a,£=I,II]. 

wo p„ P/s gewisse skalare Zahlen bedeuten, und es muss gelten 


(2) 

WO 

«u=P„ Pt A't+p. pf, P'+p. pe T+ t 

(3) 

**=<? f). B*=(f £*), f) 

ist. 


Aus (2) ergibt sich 

(4) 

0 = 1 + p„ p fi B ml> + cos 1 * (p 


( 2 ) 

Wenn _4" fl =7'* p in meiner Arbeit ist, so sind unsere zwei Kreise 
in Rs auf einer Kugel. <2) 


(3) 


Wenn 


£l+Sv=2G il 

in meiner Arbeit ist, dann muss 


Pti— Pit 


< J > Vcrgl. Nakajima, S.: Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Toho 
"Math. Journ. Vol. 34 (1931), p. 201, p. 198. 

<®> Vergl. 1. c. (1). 

<*> Nakajima, S.: Differentialgeometrie der Kreisscharen, X, XI, XII, Toho 

vr*4k Ta..». d /min « iai 
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(4) 

Sollen vier Kreise AT< [*=: 1,2, 3, 4] zu demselben Kreise Ko ortho¬ 
gonal sein, so folgt aus den vier entsprechenden Gleichungen 

(1) 2 ao ai 4- 2 bo bi — (po -f fi) = 0 
als die Bedingung sofort. (1) 

ai bi pi 1 

(2) <n bi 1* 1 =0 

as os ps 1 

#4 £4 pi 1 

Diese Gleichung (2) ist die der durch drei Punkte (ai, bi, ^1), (02, £2, 
^2), (as, bs, ps), (ai,bi,pi) gehenden Ebenen in Kartesischen Koordinaten 
im Rs. 

Wenn wir den Punkt (a*, bi, pi) wie oben andern und fiir (at, bi, pi) 
etwa (x, y, z) setzen, so erhalten wir aus (2) 

ai bi pi 1 

(3) * 2 b * 1 =0, 

as bs ps 1 

x y z 1 

dies ist eine Gleichung der Ebene, welche durch die Punkte (ai,bi,pi), 
(a 2 ,b 2 ,p 2 ), (as,bs,ps) hindurchgeht. 

Anstatt Ko betrachten wir andere Grundkreise Ko, Ko, AT®, dann 
erhalten wir drei Gleichungen der Ebene wie (3), also bekommen wir 
vier Gleichungen der Ebenen im As, welche einen Tetraeder bilden, dessen 
Kante den gemeinschaftlichen senkrechten Kreisen der Ao, Ko, Ko, Ko 
zugeordnet i$t. 

Nun haben wir den folgenden Satz: 

In einem Tetraeder gehen seeks Ebenen, die durch die Kante und 
den der Kante gegenuberliegenden Mittelpunkt gehen, durch einen Punkt. 

Aus diesem Satz erhalten wir den folgenden: 

Wir nehmen einen Kreis Ki, der zu einem Kreis K\ senkrecht ist, 
wo sich K\ zu den Kreisen 

Ki, Kk (i, u =1,2, 3,4) 

senkrecht verhalt, so honnen wir einen Kreis jinden, wie er zu alien Ki 
senkrecht ist . 

' (1 > Nakajima, SI: Differentialgeometrie der KreUacharen, X, XI, XII, Tohoku Math. 
Journ. Vol. 34 (1931), p. 190. 
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(5) 

Man kann 

(1) r[a = I,II, VI] 
als Viereck im Ra betrachten. 

Wir konnen ein neues Viereck 

(2) r = 2^t«=I,H •• VI] 

als Linearkombinationen der £“ mit Koeffizienten c% einfiihren, und dann 
* 

ebenfalls mit der £* unsern Kreis darstellen. 

Soli ein Ausdruck in den Koordinaten - der Kugeln £\ ij\ i m , 

[I, II, , IV], mit deren Hilfe wir eine Anzahl von vier Punkten 
festlegen, nur von der geometrischen Figur der vier Punkte abhangen, 
nicht aber von den sie festlegenden Kugeln, so muss er unverandert bleiben 
bei Substitutionen von der Art (2). 

Wir wollen (2) auch die Buscheltransformationen der vier Punkte 
nennen. 

Fur die Behandlung der Geometrie der vier Punkte im Raum erweist es 
sich als zweckmiissig, diese in der angegebenen Weise zunachst durch 
ganz beliebige sechs Kugeln darzustellen. 

Bilden wir die skalaren Produkte aller dieser Kugeln. so konnen wir 
aus ihnen das vollstandige Invariantensystem der Figur der gegebenen 
Kugeln gewinnen. 

Um die Invarianten des Vierecks zu bekommen, haben wir aus diesen 
Invarianten noch die Ausdrucke zu bilden, die sich bei den Substitutionen 
(2) nicht andern. 

Betrachten wir nun ein Viereck £*. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(3) 

so haben wir in A** ein Grossensystem, das sich nach (2) in folgender 
Weise substituiert: 

( 4 ) I«=zc$c§A» [>=(£•£)]• 

Hier laufen alle Indizes von I bis VI, und es sind iiber doppelt vor- 
kommende Indizes auf der rechten Scite zu summieren. 

Fiir die Determinante A = | A mfi | 
bestehen 

A=\ci\*.A, 


(5) 



90 


Soji MATSUMURA 


(6) A > 0. 

Wir betrachten ein Paar von Viereck V und V , die durch die beiden 
Kugelpaare y* und £* [a, X = I, II, . . ., VI] dargestellt sind. 

Wir definieren 


(7) 


mit 


(8) 

A'*=A'*, 

(9) 

A=\A K ‘\>0. 


Dann haben wir fiir V die Buscheltransformation 

do) 

zu beriicksichtigen. 

Die in (10) sind aber von den c\ in (2) vollig unabhangige neue 
Grossen. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix ist: 

(11) IIS*»5 n »—s’ 1 *?*?> ...S n ||-fc 
in der eine lineare Beziehung der Form 

( 12 ) <r.f=a k ? 

besteht. 

Jetzt ist unsere Untersuchung (1) so gut wie die im Kreise im Rs. 
(12) bedeutet aber, dass es eine Kugel 

(13) z=<T.t = ZCt 

gibt, auf der beide Vierecke lie gen. 


( 6 ) 

Betrachten wir die Kugelscharen im Rb 

(1) ?•=/*£'+?•*?•[>=Ul]> 

wo <f die skalaren Grossen bedeuten. 

Alle Kugeln £*, die sich linear aus den ?;*kombinieren lassen, gehen 
durch denselben Schnittkreis {£% 17*}. 

(2) Xif 1 +X2f n +\8i7 I +X4i7 n =0 
ist die Bedingung dafiir, dass zwei Kreispaare 

\tw\, H n ,v n \ 

(1 > Matsumura, S.: Beitrage zur Geometric der Kreise und Kugeln (I), Mem. of 
the Fac. of Sd. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Vol. V, S. 100. 
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auf einer Kugel liegen, oder (2) ist die Bedingung dafiir, dass zwei 
Kreispaare * 

w.r?\ 

auf einer Kugel liegen, wo 

Xi [i = 1, 2, 3, 4] 
beliebige skalare Zahlen sind. 

Also folgt der 

Satz: Wenn die Kreispaare 

KWI. U? n v"\ 

auf einer Kugel liegen, dann liegen die Kreispaare 

If 1 . V 1 } 

auch auf einer Kugel. 

(7) 

Die beiden Kreisflachen 

(1) E=e(«i.«*) 

und 

(2) i=l(v ,v s ) 

seien durch die Gleichung 

(3) (ui,u 2 ) 

wo die beiden Funktionen v m (ui, us) alle Eigenschaften einer zulassigen 
Parametertransformation haben, aufeinander abgebildet. 

Es seien P(u\,us) und Q{v\, vs) entsprechende Punkte. Zwischen 
den beiden Biischeln der Richtungen duwdui in P und dvwdvs in Q besteht 
die homogene lineare, also projektive Verwandtschaft 

(4) dv,= ^dup, 

dUp 

woraus folgt, dass je vitfr Richtungen des Biischels P auf vier Richtungen 
des Biischels Q amgebildet werden, deren Doppelverhaltnisse miteinander 
ubereinstimmen. 


( 8 ) 

Wir betrachten uns nun 
(1) l^t(u i uu 2 ) l tmu u tmu 2 

der beiden unabhangigen Veranderlichen oder Parameter ui und m. 

Denken wir uns eine der beiden Veranderlichen, etwa ui festgehalten, 
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so wird der Punkt P beim Variieren von U 2 eine Kurve auf unserer Kreis- 
flache beschreiben, die wir eine Kurve ui = const., eine # 2 -Kurve oder noch 
kiirzer eine 2-Kurve nennen wollen. 

Geben wir ui einen anderen Wert, so werden wir derartig auch eine 
andere 2-Kurve bekommen, und wenn wir der Veranderlichen ui nach und 
nach alle Werte des Definitionsbereiches erteilen, so erhalten wir eine Schar 
von 2-Kurven, die erne Kreisflache oder genauest ein Kreisflachenstiick 
erfallen. 

Halten wir umgekehrt U 2 fest, so erhalten wir eine Kurve *2 = konst, 
oder eine 1-Kurve und fur alle Werte von #2 des Definitionsbreiches eine 
Schar von 1-Kurven, die offenbar dasselbe Kreisflachenstiick erfiillen. 

Es kann aber vorkommen, dass sich z. B. fur verschiedene Werte von 
ui immer dieselbe 2-Kurve ergibt und umgekehrt, d. h., dass ( 1 ) die 
Parameterdarstellung einer Kurve, nicht einer Flache ist. 

Das tritt offenbar dann ein, wenn die £ zusammengesetzte Funktionen 
von der Form * 2 )) sind, also eigentlich nur von einer Verander¬ 

lichen t abhangen. 

Betrachten wir einmal einen Punkt P mit den Koordinaten 5 , der 
vermoge (1) einem Wertepaar ui, U 2 zugeordnet ist. Durch diesen Punkt 
geht je eine 1 - und 2-Kurve, die bestimmt nicht zusammenfallen, wenn die 
Richtungen ihrer Tangenten verschieden sind. 

Diese Richtungen sind aber durch die Vektoren di/du x und di/du« 
gegeben, und sind verschieden, wenn diese Vektoren voneinander linear 
unabahangig sind, eine Bedingung, die wir in der Form 


( 2 ) 

schreiben konnen. 

Solange es sich in ( 1 ) 
( 2 ) auch durch 


e<w _—— 
dtt 1 du 2 


4=0 


um reelle Funktionen handelt, konnen wir 


(3) 


dU\ du>2 dU\ dti2 


ersetzen. 

Fiihren wir durch 


(4) = 

neue Parameter ein, so werden wir verlangen miissen, dass die inverse 
Transformation 


(5) 

existiert. 
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Aus (4) und (5) folgen die Identitaten 

( 6 ) K=<P.(V>iV> 2 ) und *.«y. (<Pi V 2 ); 
aus der ersten ergibt sich durch Differentiation 

(7) 

du k Bu p 

wo die 4 * 1 oder 0 ist, je nachdem die beiden Indizes gleich oder ver- 
schieden sind. 

Wegen (7) ist (1) 

dfruu 2 ) d(u u u 2 ) 

B (u u u 2 ) 
dftuUz) 

Wir nehmen nun an, dass die inverse Transformation existiert, so ist a> 

( 10 ) 0 . 

d (« 1 , Ut) 


dtli dU\ 

dU\ du 2 
du 2 du 2 
du 2 du 2 


( 8 ) 

WO 

(9) 


(9) 

Wir betrachten vier Kugelbiicheln 
(1) £-fX< 9»*=1»2» 3,4, 

wobei £* \) zwei feste Kugeln sind, dann hat das Doppelverhaltniss von 
vier Kugeln (1) des Biischels (£ 9 ) den Wert 

Xi — X 2 . X 4 —X 2 
Xi— 'X 3 X 4 “"X 3 

(10) 

Betrachten wir eine Kreisflache, so ist die Gleichung der Minimal- 
linien : 

( 1 ) (ft ft) dt 2 + 2 (ft ft) dt dr + (0 T ft) dr 2 =0. 

Wir bezeichnen nun mit ; den Winkel, den die geodatischen Linien 
des angenommenen parallelen Systems mit den Kurven t = const, bilden, 
und definieren die Gleichung 

(l) DusCHEk-MAYER: Lehrbuch der Differentialgeo. II. 
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( 2 ) 


(B t 6 t )dt+{e,e t )dr 


(ii) 

1st die Funktion bekannt, so ergibt sich die Gleichung dieser 

geodatischen Linie ndurch Integration der Differentialgleichung (1) 

(3) (ft ft) sin q> dt+((0, ft) sin <p— V(ft ft)(ft ft)—(ft ft)* cos <p) dt—O. 

Ebenso lasst sich mittels Quadraturen die DifFerentialgleichung der 
orthogonalen Grenzkreise 

(4) (ft ft) cos <p dt + ((0, ft) cos?? + V(ft ft)(ft ft) _ (ft ft) 2 sin (p) dt—Q 
integrieren. (1) 


( 12 ) 


(i) Es wird in der Kreisflache zur Vereinfachung <2) 
V M t>.) V (»,».) a 


und demgemass 


L + *?£» + ***? =0 

dt dr 1 dt dt drdr 


in Lichtensteins Arbeit gesetzt. 

(Ii) Wenn unsere Kreisflache cine Kugel ist, so kann man setzen 
als Minimallinien 

dt 2 + (ft ft) dr 2 

d.h. ^ = ±V^1 V(ftft) 

dr 

weil sich aus 


£ = sin x sinjj% 97 = sin xcosjy, C—cosx 



=sin 2 x. 


(i) Vergl. Lukat, M.: Bianchis Vorlesungen uber Differentialgeometrie, Leipzig und 
Berlin (1910) S. 444. 

< 2 > Lichtensten, L. : Beweis des Satzes, dass jedes hinreichend kleine, im wesent- 
Jichen atetig gekriimmte, ain|fu lari tat enfreie Flachenstiick auf einen Teil einer Ebene 
zusammenhangend und in den Icleinsten Teilen ahnlich abgebildet werden kann, Akad. der 
Wiss. vom Jahre 1911. 
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(13) 

Man kann leicht wissen den folgenden (1) 

Satz: Die notwendige und Junreichende Bedingutig da fur, dass die 
Parameterkurven auf Kreisvachen isometrische (isotherme ) Linien sind, ist 
die, dass fur alle Wertfaare t, t die Gleichungen 


(0 t Ot) = y ( t) 

(Ordr) *( t )’ 


(&* r )=0 


bestehen, wo V>(t) nur von t, £( x) nur von t abhdngt. 
und i thermische Parameter , so ist 


(0 t Of) = (Ot 0 r ). 


Sind auszerdem t 


(14) 

Der Ort des Mittelpunktes n> von r, v ist mit 


(1) 

gegeben. 

Aus (1) ergibt sich (2) 


10=y(t> + t>) 


( 2 ) 


«)„ = Y (v, + »„)=- ( 

,-(£±f).r,. P= -(£±f).i,.| 


wenn dt/d<* = 0 ist, so folgt 10 * = 0, d. h. to ist ein Punkt. 


(15) 

Wenn zwei Tangenten zu zwei Kurven u bezw. v mit der Lange bezw. 
A, i u von den Beriihrungspunkten sich schneiden lassen, so folgt 



(1) 

t> + \»„ = » + (t*0,r 

oder 


(2) 

t) —- A, C — 1 ) — fA C 

d. h. 


(3) 

V-V = (\C — pc ) 


(1 > Kommerell, V. und Kommerell, K. : Allgemeine Thcorie der Raumkurven und 
Flachen, II Band, Berlin und Leipzig (1921) S. 71. 

< 2 > Thomson, G.: Uber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb.. 
Univ. IV Bd. (1926), S. 126. 
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odd* 

( 4 ) 

\C-fiC 

wo X, n zwei Parameter sind. (1) 

In diesem Falle lassen sich t>* v, a, und v 9 folgendermassen kom- 
binieren: 



(16) 

Wir betrachten uns nun den Kugelbiischel 

( 1 ) £+*> 

wo £» y zwei reelle Kugeln in ^a und i =; V—1 und (1) eine Kugel ist, so 


folgt 




(2) 

1 = (EE)-(99) + 2« (ei>) 

d. h. 




(3) 

(ee)=i+(^9)»(ev)=o. 


Aus der letzten Gleichung von (3) kann man wissen, dass zwei 
Kugeln % und y zueinander senkrecht sein miissen. 

Greichfalls bezeichnet 

(4) 

im allgemeinen zwei Punkte in fa, wo £ y* l drei reelle Kugeln in fa und 
i =V— 1, e duale Zahlen sind. 

Aus (4) ergibt sich 

(5) (ES)-(9^)+2» (e 9) -t- 21 (e i) + 2*'*(^s)=0, 

<i> Tbomsin, 6.: Cber konforme Geometric II, Abh. aue dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ. IV Bd. (1926) S. 127. 
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SO folgt 

(6 ) (£e)=(? V)> (E V)= ~(E : »). (E i)=0- 

Aus (6) kann man wissen, dass der Winkel zwischen £ und y gleich 
zu dent Winkel zwtschen y und J gegen Vorzeichen ist, und £ zu \ senkrecht 
sein muss . 


(17) 


Aus einer Formel 

von Thomsen ergibt sich (1) 

(1) 

tan<p=-^ = -i — (—) 
3 dt 3 dt\da) 


1 d?t da 


~~~3d7*dt' 

weil 


(2) 

tan qi= — ^ 

3 dt 

besteht. (2) 


Fiir den Scheitel von der Kurve t> ergibt sich 

(3) 

(Ft dt „ 

da 2 da 

daraus folgt 


(4) 

t = A <r B t 

oder 


(5) 

° = c t 


wo A, B und C Konstanten sind. <8) 


(18) 


Aus (4) 

(1) COS2 q)=z T 11 pi 2 + 2 pi p2 + T** p 2 2 

(1) Matsumura, S.: Uber affinegeometrischen Satz und die Deviation ebener Kurven, 
Tohoku Math. Journ. 36 (1933). 

<2> Takasu, T.: Vierscheitelsatz in der Lieschen hoheren Kugelgeometrie, Tohoku 
Math. Journ. 38, S. 300. 

« (8) Thomsen, G.: Ober konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 

Univ. IV Bd. S. 127. 

<*> Matsumura, S.: Beitrage zur Geo. der.Kreise und Kugeln (V), Mem. of the 
Fac of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ. Vol. V (1933) S. 326. 
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ergibt sich 


(2) 

<xx><r=(iTz f L+ r.= + «r*.^-4r..r» w ’ 


~ ^ p , T 1 * —V( 7’ 1 *) 2 —4T 11 7™ ^ 

so folgt 

p 1 :p 2 =7’ ls +V(7’ w )*-47'“ r 22 : —2T n 

oder 

pi: p*=T ia — V( r 12 ) 2 —4 2’ 11 : _ 27-“, 

dann muss 

cos 2 <p = 0 

sein. 



(19) 

Wir betrachten uns nun einen Kreis rj in Thomsens Arbeit, (1) so folgt 

( 1 ) rj = cos a.- + sin a.£', 

so ist 

( 2 ) V = 2(t]i) S-ti 

ein Kreis der zu rj in bezug auf den Kreis f inversen Kreise. 

Aus (1), (2) ergibt sich 

(3) 9 = £ cos a — sin a. 

Aus (1), (3) haben wir 

9 9 = i 2 cos 2 a — £' 2 sin 2 a 

(4) = cos 2 a — sin 2 a 
= cos 2 a, 

so folgt der 

Satz: Der Winkel zwischen y, rj ist 2 a 

( 20 ) 

Betrachten wir zwei Kreise ft, ft und eine Kugel 3 in ^s. Ist 
( 1 ) 9 =/>«£* 

eine normierte Kugel durch ft mit 

(1) Thomsen, C.: Ober konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. IV Bd. (1925) S. 132. 
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( 2 ) T)T)=p.p f A'#= 1 , 

so muss 

(3) cos® tp — p, (4) cosy=(x)i)=p.(fi) 

sein, wo (p den Winkel zwischen 9 und 51 und y den Winkel zwischen 9 und 
& bedeutet. 

Wenn y> = <p, so 

(5) *)<*■»). 

(5) is l die Bedingung da fur, dass St 'parallel su J ist. 

Wenn y + <P = n/2, so 

cos (y + <P) = 0, 

cos y cos y = sin <p sin y, 

1 = tan 2 (p • tan 2 y, 

d. h. 

( 6 ) 1 = (A ‘*~ p ‘ »)) Pa 

7 ’* < ‘ p. Pfi (s“ j)(e* a) p. pi> 

( 6 ) ist die Bedingung da fur, dass 

\p + <p = n/2 
ist. 

Aus (5) kann man wissen, dass, wenn alle Kreise 5fc, St, ... in ^3 zu 
einer Kugel & parallel sind, so folgt 

(7) 

Wenn die Kugeln fa J, .... in Rs zunt Kreis 51 parallel sind, so folgt 

(8) (E* })fe* i)=(£* })(£“ »)=....= T+. 

Wenn die Kreise l* in Rs zueinander parallel sind, so folgt 

(f &*)=..• 

(21) 

Wir betrachten uns nun eine Kreisflache, das Quadrat der Masszahl 
der Lange eines Linienelementes von dem Flachenstiicke sei durch die 
Gleichung 

(1) ds*= — L_l {( 0 t 8,) dt* + 2 (e t 6 r ) dt dr + (8r 0 T ) dfl j 

X(/,r) 

dargestellt. 

Die Moglichkeit der konformen Abbildung wird dargetan, sobald es 
gelingt, zwei reelle, mit ihren partiellen Ableitungen erster Orduung 
eindeutige und stetige Funktionen u(t , t) und v(t, 1 ) der Gleichung 
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(2) /* {(ft ft) dt 2 + 2 (ft ft) dtdr + (ft ft) * 2 } =<& 2 + dv 2 
zu bestimmen, in welcher der Multiplikator /i eine wesentlich positive, 
eindeutige und stetige Funktion der beiden reellen Argumente t und t 
bezeichnet, wo l, (ft ft), (ft ft) und (ft ft) eindeutig und stetig sind. 

Fur die Gleichung (2) kann man auch setzen: 


(3) w\iQJ5*+ ( *‘- (ft dt\ =du+i dv, 

I V(ft ft) J 

wo der Faftor V eine von Null verschiedene, eindeutige und stetige kom- 
plexe Funktion der reellen Argumente t und t bezeichnet. 

Aus der Gleichung (3) werden die weiteren Relationen 




(4) 


,,(ft ft) + »V(ft ftXft ft)-ft ft ) 2 _ du .dv 

dr dt’ 


1 (ft ft)(g +^)=(ft ft)+*> (ft ftXft ft) - (ft ft) 2 0*+*• 

abgeleitet. 

Die zuletzt angegebene Beziehung fiihrt zu den beiden Gleichungen 


(5) 


. (ftft)f-(ftft)f 

dv _ 3t 

7/~v(ftft)(ftft)-(ftft) 2 


V(ftft)(ftft)~(ftft) 2 

Aus den Formeln (5) ergibt sich, wenn vorausgesetzt wird, dass die 
Funktion u auch noch stetig partielle Ableitungen zweiter Ordnung hat, 
die partielle Differentialgleichung 


<« a 


(ftft)f-(ftft)5 

OT dt 



vV(ft ft)(ft ft) — (ft ft) 2 , 

Setzen wir zur Vereinfachung 

(ft ft) 

V(ftft)(ftft)-(ftft) 2 ’ 
(ft ft) 


Vo. 

(ftft)(ftft)-(ftft)v 


( 7 ) 


V(ft ft) (ft ft)— (ft ft) 2 
(ft ft) 

V(ftft)(ft ft)-(ft ft) 2 
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in (6), so erhalt die partielle Differentialgleichung 

( 8 ) + + 

iP Hit #r‘ it\it It) 

dd\ 


dll /db 
dTKdr'' dt 


)- # - 


Hierbei ist 


(9) ab-d*=l. 

In seiner Abhandlung beschaftigt sich Levi mit der Bestimmung 
einer Grundlosung (1) der Differentialgleichung (8). 


( 22 ) 

Wir wenden uns zur Lmschen hoheren Kreisgeometrie. 

Sind £(.r)((£f)5=0) die pentazyklischen Kreiskoordinaten des Ele- 
mentes einer Schar von doppelt orientierten Kreisen, die zwei “ Kurven ” als 
Enveloppen von doppelt orientierten Kreisen 

(1) £=E (*), ((f e)s =0); £=£ (*), ((s e)b=0) 


umhiillen, und s die auf die Kreisscharen $(s) bezogene LiE-geometrische 
“ Bo genian ge” der “Kurve” £=£(.r), so gelten die folgenden Ableitungs- 
gleichungen 


r^| 

ds 


=t. 


dt_ 

ds 




( 2 ) 


i 


dt 

ds 


R 


t. 


— — r— — 
ds ds * /i ds 

dv • dv t 1 dv 
_—i ~tV 9 

^ ds ds v ds 


wobei die pentazyklischen Kreiskoordinaten £, £ und « durch gewisse For- 
derungen bis auf konstante Faktoren wohl LiE-geometrisch normiert sind 
und 


dv 

Ts 


ds*(di di) 6, der 2 = (d; d£) a , 

H(SS)H‘ =H - Krtomu " e ’ 


<*> Vergl. E. E. Levi: Suite equazioni lineari totalmente ellittiche alle derivatr* 
parziali, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1907, S. 275-317. 
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fi 2 = H-Raumkriimmung, 
v 2 = H-Dualkriimmung, 

(3) X = H-absolute Figur, (Kreiskongruenz) ( (X£)b = 1), 

9 = H-dualabsolute Figur, (Kreiskongruenz) ( 99)5 = 1), 
t = H-Normale (Kreiskongruenz), ((^)a = 1) 


Ein beliebiger doppelt orientierter Tangentialkreis einer “Kurve” j(j) 
lasst sich wie folgt darstellen: 

(4) f(i) = S f I - 

Aus (2), (4) ergibt sich a> 

t (f £)=0, 


(*$-• 

(•3K- 

A <*•♦*/ * b vk/ 




Wenn —-—- = 0 besteht, so folgt 

as* 




und umgekehrt. 




= 0 verallgemeinerte Sckeitel ier Kurve . 


Wir betrachten hier eine Kreisflache 5. 


(l > Takas u, T,: Liscbe Differenlialkugelgeo., I, Tohoku Sci. Rep., Vol. 22 (1933). 
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Die durch einen Punkt auf S gehenden Minimallinien seien in der 
Form gegeben durch die Gleichung 

(1) (ft ft) dt 2 + 2 (ft 6 r ) dt dr + (0 T 6 r ) dt 2 =0. 

Wahlt man auf den Minimalkreisflachen die Asymptotenlinien (1) als 
Parameterkurven, so ist die Gleichung der Kreispunktpolarkurven 

(2) (0 t 0 t ) dt *-2 (0c 0 r ) dt dr + (0 T 0 r ) dr 2 = 0, 

wahrend die der Minimalkurven (1) lautet. 

Da beide miteinander zusammenfallen, so muss entweder 

(ftft) = (ftft) = 0 

oder 

(ftft) = 0 

sein. So kann man auch fur Kreisflachen sagen : 

Auf Minimalkreisjldchen schneiden sich die Asymptotenlinien (oder 
Minimallinien) sekrecht. 

Auf Minimalkreisjldchen sind die sfhdrischen Bilder der Minimal¬ 
kurven die Minimalkurven der KugeL 
Die Gleichung stellt 

(3) #n dt 2 -{- 2 #12 dt dr 4- #22 dr 2 =0 

eine Doppelschar von Kurven dar, deren zwei Tangenten im Punkte zu den 
Tangentenpaaren der Kurven (1) und (2) in demselben Punkte harmonisch 
sind, wenn die Koefizienten an, aw 2 und 022 den Bedingungen geniigen: (1> 

0 = (ft- 0r) #11 — 2 (0t 0 t) #12 + (0t 0t) #22» 

0 —- (0t 0r) #11 4 2 (ft 0 T ) #12 4- (ft ft) # 22 . 

Durch Elimination von an, #12 und 022 erhalt man 


df- 

— dt dr 

dr 2 

(ftft) 

-(ft ft) 

(ft ft) 

(ft ft) 

(ft ft) 

(ft ft) 


Es seien t = const, und 1 = const, die Asymptotenlinien, und die eine 
Schar der Kreispunktpolarkurven habe die Gleichung 

(ft ft) dt- {(ft ft)4- * V(ft ft)(ft ft) 2 di = 0. 

Sind dann ?>(*)= const. und y(i) =; const. die allgemeinen Integrale 
der ersten Gleichungen, so muss nach der Voraussetzung sein: 

(ft ft)=p q>' (/); - (ft ft)-*V(ftft)(ftft)-(ftft)*=p <P’ (r) 

U) Vergl. Neuendorff, R.: Ober Kreispunktpolarkurven, Inaugural-Dissertation, 
Leipzig (1908). 
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Sieht man von dem Falle(ftft) = 0 oder — *V(ftft) (ftft)—(ftft) 2 » 

d. h. (ftft)(ftft )=0 ab, in welchem die eine oder die andere Schar der 
Asymptotenlinien mit den Kreispunktpolarkurven zusammenfallt, so kann 
man durch geeignete Wahl von Funktionen der Parameter dazu gelangen, 
dass g/((/)ssl und ^'(O 5555 ! wird. 

Dann bleibt also 

(ft 6 t ) = - (ft ft)-*V(ftft)(ftft)-(ftft) 2 

oder 

(ft ft) 2 +2 (ft ft)(ft ft) + (ft ft) 2 = -(ft ft)(ft ft) + (ft ft) 2 

(ft ft) + (ft ft) + 2 (ft ft) = 0, 

da (ftft) + 0 sein sollte. (1) 

So folgt der 

Satz: 1st auf einer Kreisflache neben N = N = 0 auch 

(ft ft) + (ft ft) + 2 (ft ft)=0» 

i*<7 wow dw/ dieser die A symftotenlinien und eine Schar der Kreis- 

punktpolarkurven durch Quadratur finden. Reelle Fldchen dieser Art kann 
es hochstens mit elliptischer Kricmmung geben y wobei L, M, N die Fundar 
mentalgrossen zweiter Ordnung bedeuten. 

(24) 

Fur Kreisflache besteht der (2) 

Satz 1: Die Tangenten der beiden Parameterlinien in einem Kreis- 
fldchenpunkte (t, t) sind dann und nur dann Minimalgeraden, wenn fur 
diesen Punkt die Grossen (ftft) und (ftft) verschavinden. 

Satz 2: Damit sich die Parameterlinien (t) und (t) einer Kreisflache 
so anordnen las sen, dass sie ein Netz von unendlich kleinen Rhomben bilden, 
ist notwendig und hinreichend, dass das Verhdltnis der beiden Grossen(dtOt) 
und ( 0 T ft) gleich dem Verhdltnisse aus einer von Null verschiedenen Funk- 
turn von t aUein zu einer von Null verschiedenen Funktion von i allein sei. 

Satz 3: Damit sich die Parameterlinien (t) und (i) einer Kreisflache 
so anordnen lassen, dass sie ein Netz von unendlich kleinen Quadraten 
bilden , ist notwendig und hinreichend, dass die Fundamentaigrbssen (ftft), 
(ftft), (ftft) die Bedingung 

ft ft=0, « 2 W(ftft)*«r)(ftft) 


<D Vergl. (1). 

Yergi Schxffx&Gj G.: Einfuhruog in die Theorie der Flachen, Berlin und 
Leipzig (1922) S. 34. 
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erfullen . 

Hierin bedeutet a eine von Null verschiedene Funktion von t allein 
und ft eine von Null verschiedene Funktion von t allein . 

Satz 4: Dafur, dass sick die Par ante terlinien (t) und (t) einer Kreis- 
flacke zu einetn Isthermennetze anordnen lassen, in dent (t) bzw. (t) von 
Kufve zu Kurve unt dieselbe unendlich kleine Grosse wdchst , ist notwendig 
und hinreichend, dass die zugekorigen Fundamentalgrossen (Otdt), ( 0t0 r )> 
(0 t 0 T ) die Bedingungen 

(6 t e t )=(0 r oi, (0 t 0 r )=o 

erhullen . 


Nehmen wir 

(25) 

(i) 

s 

CO 

1 

■5 ■J) 

( 2 ) 

cos 2 <p- T,Jpt Pl , 
pt Pj 


so folgt aus ( 1 ) ( 2 ) 

(3) 0=a 2 7 + 2cd/Q(—£±Y£ 2 —a 7 ) + a (— 0±i& 2 —cey) 2 


wobei 


f T 22 —SA 22 f 0m T 12 - SA A2 , 7 == T 11 - SA U , 

(4) \ as r 22 -SA 22 , 0eb f 12 -5^2, 

^S==cos 2 g? f Sscos 2 9?. 

(3) ist die Bedingung zrwischen <p und (p. 


(26) 


Nun betrachten wir Transformationen von reziproken Radien 


( 1 ) 


x= 


— x 


o>y= 


~y 


4:2 ^2 +~2 x 2 +y 2 + z 2 x 2 +y 2 + z 2 


so folgt 



wo E, F,G; E, F, G, die Fundamentalgrossen erster Ordnung von Flachen 
(x, y, z) bzw. (x, y, z) und 


(3) 


r 2 = x 2 + y 2 + s 2 



106 


Soji MATSUMURA 


sind. 

Fiir Kreisflachen aus (2) ergibt sich 

(4) 

\r* Xr X r 4 

Damit sich die Parameterlinien ( t ) und (t) einer Kreisflache so 
anordnen lassen, dass sie ein Netz von unendlich kleinen Quadraten bilden, 
ist notwendig und hinreichend, dass die Bedingungen 

(5) pr)=o, W(ftft)=£ 2 (r)(ftft) 

d.h. ( 6 ) (ft ft)= 0 > a 2 (/)(ft ft)=/9 2 (r)(ft B r ) 

erfiillen. 

Hier bedeutet a eine von Null verschiedene Funktion von t allein und 
fl eine von Null verschiedene Funktion von i allein. 

Aus ( 6 ) ergibt sich der 

Satz: Wenn eine Kreisflache nach rezifroken Radien zur anderen 
Fldche transformiert wird, so lasst sich ein Netz von unendlich kleinen 
Quadraten auch zu einem Netz von unendlich kleinen Quadraten irons - 
formieren. 


(27) 


Wenn in der Kreisflache die Affinenormal mit der gewohnlichen 
Normal zusammenfallt, so folgt (1) 

( 1 ) Pv 2 (ft ft) +2 Pv p u (ft ft) + Pu 2 (ft ft )=0 

wobei 


( 2 ) 


K=-±, Pv -. 


i£ O - 8p 

9 Pm — — • 


p* dv du 

K das Kriimmungsmass ist. 

Wenn (1) fiir alle p U t p v besteht, so muss 


(3) 


( 0 , 0 ,) = 0 , ( 0 , 0 ,)= 0 , ( 0 , 0 r )=0 


sem. 


(28) 

Wir betrachten uns nun die Kurvenscharen 
t = const., t = const. 

(1> Su, B.: Contribution* to the Theory of Minimal Surface*, T6hoku Math. Journ. 
30 (1929) p. 132. 
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auf einer Kreisflache. 

Die Orthogonaltrajektorien der Kurven 

t = const. 

haben die Gleichung 

(ftft)^+(ftft)^T=0. 


Fiir diese Orthogonaltrajektorien ist also 
d T =-@-^dt. 

(e r e r ) 


(29) 

Ist 

(p (t, 7) = const. 

die Gleichung einer Kurvenschar einer Kreisflache, dann werden deren 
orthogonale Trajektorien bekanntlich dargestellt durch 

( ( 0 t e t ) d f T ~(0, M d -£) dt + ((0 t 0r)%-(Mr)^) d T = O. 

Wir betrachten uns eine Kreisflache S, so besteht 

(ft ft): (ft Or) : {Or Or) = (ftft) : (ftft) : (.U), 
wo 

(ftft),(ftft),(ftft);(ftft),(ftft),(Mr) 

die Fund imentalgrossen von S bzw. 5 sind. 

5 ist eine Kreisflache, die zu S 'parallel ist. 

(30) 

Wir wollen jetzt die Figurcn betrachten, die aus einer Gerade welche 
durch zwei Punkte 

O' r «[«=I,II,III] 

hingehen, und einer Kugel y des Raumes bestehen, die wir in normierten 
Koordinaten 

(2) gt>=l 
gegeben denken. 

Greifen wir eine Kugel 

(3) »=P.S a 

aus dem Biischel heraus, so ist der Winkel V 7 zwischen $ und 9 nach 
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(4) 

cos 2 w — 

(99)(*») 

(5) 

cos 8 u>= 

p«p a 


gegeben. 

Der Winkel q> des Kreises mit der Kugel y ist nun der kleinste Winkel, 
den eine durch ihn hindurch gehende Kugel | mit y bilden kann. 

Um ihn zu finden, haben wir also cos 2 ^ nach (5) als Funktion der 
variablen Kugel z, also als Funktion von pi und pu zu betrachten und das 
Minimum aufzusuchen. 

Aus 


(6) dicosty) = Q (7=III> ni ) 

9p y 

folgt eine Relation der Form: 

(7) A^p, prop. (fp). 


Multiplizieren wir (7) beiderseits mit A ay , so ergibt sich 
( 8 ) p. prop. (j.p). 


Da (5) auf der rechten Seite in den p m vom Grade Null ist, kommt 
es auf den Proportionalitatsfaktor nicht an, und durch Einsetzen von ( 8 ) 
in (5) erhalten wir fur den Winkel zwischen Gerade und Kugel: 

(9) cos 2 9 5 = ( s „p)( f * p). 


Sollen Gerade und Kugel zueinander senkrecht stehen, so muss 

(10) coa s v=A^(fi))(fy)=0 

sein. 

Infolge 

(11) \A a \ = l :A>0 
ist das im Reellen nur moglich, wenn 

(12) j*9»0 


(31> 

Wir betrachten uns nun zwei Paare von Punkten 

( 1 ) p_=pi?+pn? l +pm? a > 

( 2 ) p=p!^ l + pn^+pmd 1 * 1 
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in -ftg, wo ( J , £ n , f 111 , (it fn» fra 

Kugelin in R& und p Jf pm pint Pit pm pm 

skare Grossen sind. 

(3) (£ a P )^0 

ist die Bedingung dafiir, dass Punkte p mit p zusammenfallen. 
Aus (1) folgt 

p m p fi A a(i =0t 

wo (f a ist. 

Wenn P f n , f m . P P, f 111 

zueinander senkrecht sind, so folgt 


(4) 


(£• ?) = A*= | 


1 fur £=a 
0 fur #4=a 
1 fur /Lt = X 
0 fur 


{ 6 , 6 | bezeichnet ein Viereck in Ra. 


(5) 



0 


bezeichnet ein kleineres Viereck, dessen Gegenseite aus dem Strecken- 
elemente besteht, wo 

(6) f$=p.r» S=pkI\ _ 

lA-'p.p^O; A^ p' x p ( 1 = 0 , fi=S(*i.*a) 

sind. (1) 

Aus (5) ergibt sich 


(7) 

p.pi®*=0, 

WO 


(8) 

&=(t"n=-(p n 

ist.* 1 ’ 



Zwei Punkte in Ra werden mit 
(9) Sb=p(t)(\ wo <^p a p 0 =O. 

ist, dargestellt. 

Bezeichnen wir die Differentiation langs der Kurvenscharen mit 3, 
so werden die zu 6 benachbarten Punkte gegeben durch 


(l) Vergl. TrokssN, G.: Ober projektive Flachentheorie, .Abh. ui dem Math. 
Seminar der Hamb. Univ. VI Bd. (1926) S. 249. 
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( 10 ) Z+^St=(p.+ S -&Sty 

mit 

A«‘p t *£e= o. 

8 / 


Zwei doppelte Streckenelemente werden mit 



bezeichnet, wo 

(0» S=S(o-) 

sind. 

(32) 

Betrachtet man 

aa 

so folgt infolge 

(*/<£ */<£) = */<r 2 -f 2 d/A da 4- dfi 2 4- fi 2 da 2 ( ^ = 0 

\ da 2 da 2 / 


und 

M = c — <r, 

dass 

( d y d y\= o 


\ dcr 2 da 2 ) 

ist. 



So folgt der (1) 

Satz: 1st von der orientierten Dualschmiegungskugel y utn (c — <r) 
tangentiell entfemt, so beruhrt die orientierte Kugel { den Schmiegungs- 
kegel . 

(33) 

Betrachten wir 

(1) cos*0>=7^fc,fti 

(1) Vergl. Tak*su, T.: Differentialkugelgeometrie VI, Japanese Joum. of Math, 5 
(1928) S. 148. 
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1* ...f» u 1, ..'V u u 

2 cos 2 95=2 T" P. P^'T" T*. 


wieder, (l> so entsteht bei Summierung 

( 2 ) 

Die Gleichung (1) lasst sich auch schreiben: 

(3) cos ?v= U p.to'T$T*. 

Es seien zwei Tensoren 


(4) T\ 

(5) ’h*= Ttf’T’*. 
Liegt v’ in einer Hauptrichtung von h‘ fi , so ist 

/<•“ v*=\v\ 

oder 


woraus folgt: 
oder 


T:'T^=\v\ 
’T;Tt'T;v» = \"TlvV, 
'h\^T’v^)=\'T;v\ 


(34) 


Ist >/ ein Kreis, der unter dem Winkd a die Enveloppe eines Kreises 
£ schneidet, so folgt* 11 

(1) »; = cos a.£ + sin a. s'. 

Ist 9 zu einem Kreis s senkrecht, so folgt 

0 = cos a.(£ s) + sin a.^'s), 

d.h. 


d.h. (2) 




sin of = 


v(?-) a +(r -) 2 

_ ( fg) 

>'(?~) 2 +(£'~) 2 ' 


Aus (1), (2) ergibt sich <2) 


v= 


;f+ 


(k's) 


v(f^+(r^) 2 * »«*>•+<r*)* 


r 


<1) Matsumura, S.: Beitrage rur Geo. der Kreise und Kugeln (V), Fac. of Sci. and 
Agr. Taiboku Imp. Univ. Vol. V. S. 305. 

<2> Thomsen, G.: tlber komforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der (Iamb. 
Univ. IV Bd. (1925) S. 132. 
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(35) 

Wir betrachten nun die Bestimmung der orthogonalcn Trajektoricn 
der die Flache erzeugenden Kreise. 

Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien der Kurven 

r = const. 

auf einer Kreisflache ist (1) 

(( 9 t 6 t )dt+(0 t 0 r )d r =O . 

Die zu der Kreisflachentangente senkrechte Kreisflachentangente 
besitze die Richtungskosinus n Jf n u> n s , dann (2) erhalten wir 

Wir betrachten nun ein nicht abwickelbares Kreisflachengebiet mit 
reellen Asymptotenlinien. 

Die Linien mogen den Geraden t = const, und t = const, der t, t-Ebene 
entsprechen. 

Fassen wir die durch den Flachenpunkt (At) gehende Asymptoten- 
linie x = const, ins Augc, so sind die Koordinaten des zu diesem Punkt 
gehorenden Mittelpunkts ihrer ersten Krummung die folgenden l8) 

(0,0,) \(6,6 t ) d -f-(0 t e T ) d -*\ 

Xi — X-\ -- -——- - , USU'. 

ai2ie,e,WrOr)-(O<0r) J \ 


\K2 


U.S.W. 



(1) Lilienthal: Vorlesungen iiber Differentialgeo. II, Leipzig und Berlin (1913), 
S. 104. 

< 2 > l.c. (1) S. 147. 

<«>. l.c. (1) S. 168. 
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(1) Uber Raumkurven 


1. Neuerdings hat Takasu den folgenden Satz bewie&en. (1) 

Die Dualscheitel ist dadurch gekennzeichnet } dass die zzuei konseku - 
tiven rektifizierenden Linien zuetnander far all el sit id. 

Zum Beweisen dieses Satze<- benutzt er 


( 1 ) 


1 = 1 +dl 


als die zwei zueinander parallelen konsekutixen Linien, wo 1 die Richtungs 
kosinus der rektifizierenden Linien ist. 

Benutzen wir 


( 2 ) 


/, dl ^ d ‘ l , 
l + n c 1 — + n c 2 ~T~ 0 + 

up Up“ 


d n 1 

+v =/ 

dp n 


anstatt (1), besteht der obige Satz doch auch. 

Urn diese Tatsache nach Takasu zu beweisen, crsetzen wir (/), (s) 
und ( y ) fur die Richtungskosinus der Tangente der Hauptnormale und 
bzw. der Binormale, so wird I durch 

(3) l=ycos p + t sin p y (/^stanp) 

gegeben, wo P~ l die entsprechende Dualkrummung ist.' 2 ’ 

Aus (3) ergibt sich: 

(4) 1^ — /sin p + t cos p 

So folgt 


(5) /+/,' = V2/ COS p - A sin p) + Y2 1 (Los p f A sin p) 

= 12|j'cos(p + + / sin (p + ^j, 

(6) /+r + (/+/')'=(V2) 2 j/cos(p + (^) 2 )+/sin (p + (^) 2 )}. 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr.. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV, 
No. 4, July, 1935.] 

(1) Takasu, T.: Vierscheitelsatz fur Raumkurven, Tohoku Math. Journ. Vol. 39 
(1934) p. 293. 

(2) Takasu, T.: Differential Geometry of curves in the Euclidean Plane Space, I, 
Tohoku Sci. Rep., 11 (1922). 
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(7) l+nCll'+S* /"+....+/<«> 

= (V 2 "r \y cos (p +(-£)") + / Sin (p+ (-J)")). 


Wenn 


so folgt aus (7) 


/+«*i +/ ( *W, 


*/p __ 




= 0 . 


So wird unser Satz bewiesen. 


2. Aus (3) folgen 


( 8 ) 


< 9 ) sin p + y cos p) ^ + ( - y cos p- * sin p)^)* 

+ (—^ sinp + *cosp)--^£-. 


g,(-^,inp + /co,rtg, 

.dp 


( 10 ) 


( 11 ) 


Wenn 


dn 

dS 2 


d 2 p 

= -s(sin p+^P-\±-l(*£\\*id0 2 _ 

\ r P ) dd \dd) dd d£ 

dd 


'(*'■♦t'XSMS)’ 


de*do 


dl d 2 p 
dO* dB* 


^=0,-^-^4=0. dann “~=0. 
dO dO 2 dO 


3. Aus (3) folgen 

( 12 ) 


g = (-^sinp + /cosp)fg, 


(13) sin p -f / cos p, 

P 

9 

infolge deren man erhalt: 


dl_ 

dd 

dp 

dd 
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» . uu 

l sin p^ -. cos p~t y 

dp 


J uu 

l cos p-. sin p = v. 

y di v y 


' (t—l sin p) — = — cos p, 

V w d$ d0 ^ 

(15) v „ 

(/ cos p —y) zE — sin p. 

<■ dd d6 H 

Wenn^=0 in (15) ist, so folgt 
du 

d ±=o. 

de 

4. Aus einer Arbeit Kubota’s * 1 1 ergibt sich 

(1) jjF=^<P(i)±n+^ 2 , 

U=i [±yr+i*#(4)+in. 


r^+^+^=i 


(1) ist die Gleichung von Minimallinien auf einer Kugel. Die 
Tangente der Kurve im Punkte ( x, y, s) ist 

(%■) £- x = *i=y = p- s 

J lk ±*Vl + >fe 2 

Aus (3) wissen wir, dass die Tangente eine feste Richtung hat. 
Auch haben wir 


wo r Kriimmungsradius ist. 


(1) Kubota, T.: Imaginare Kurven mit der Krummung Null, Tohoku Math. Joura. 
26 (1926) p. 12. 
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(2) Uber die Deviation ebener Kurven 

1. Betrachten wir 

(1) tan ((p + Sq))~ tan y =tan ((p + Bqp) — tan q , 
wo 

( 2 ) tan<p=±^, tan(<f+S(p) = ^ 

3 ds Bs 


ist, (1) so folgt aus (1), (2) 

(3) 


WO 


ist. 


(4) 


8 p a 

dp 
ds 


Bs ds Bp ~ r 

+ V*+VV- C 


Bs 




(v. + vv|)(v.+v,4) 


dp\ 


rs=f (s, P ), 
lp = q ( s,p ), 


?v= 






So folgt aus (1), (2), (3): 


(5) 1 

(»’.+v,|f)(vv + v4) 

Wenn (5) von 

Bp dp 


Bs ds 

unabhangig ist, so folgt 



V’ P =0, '/>=</’, wo i/'.+O, 

infolge dessen man hat 

y>=y>(s), p=y'(s)p + x{s). 

2. Wir ersctzen nun </ in Cesaros Buch ,2) durch 9 ', so folgt 

(1) Matsumura, S.: Uber die Deviation ebener Kurven, Tohoku Math. Journ. Vol. 
39 (1934) p. 239. 

(2) Vergl. Kowalewwi, G.; Cesaro’s Vorlesungen iiber Natiirliche Geometrie 
(1926). 
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weil 


a) 


( 2 ) 


ist. 


dcp __ 1 _ 


ds p 3 J tan (p ds 

u=f cos (j ds, v = J sin tp ds. 


tan (p — — ^ 
r 2 ^ 


Aus (1), (2) ergibt sich 
( ' 3 ' > U ' 2 f ] tan (p ds 


ds. 


Fur Sus Eilinie erhalten wir 


(i) 


(4) 


Aus (4) folgt 

(5) 

Aus (5) folgt 

( 6 ) 


/•*-» — — 

I p cos 2(p d(p = 0, 

• o 

f p cos 2(p dq) — 0. 
Jo 


{ 


J cos 2 (p ds = 0, 
J sin 2(p ds -rQ. 


J tf* 1 * <* = 0. 


(6) ist die Bedingung dafiir, dass Eilinie Sus ist. <2) 
Aus der Formel (1) 


lim V - = - 1 
u~ 2 P 

ergibt sich 

lim- 1 ' = - 1 - . 

u 2 6 J tan <p ds 

3. Ist t die gauze Kriimmung des zwischen einem festen Anfangs- 
punkt A und einem beweglichen Endpunkt P enthaltenen Bogens von 1, 
ferner s die Lange dieses Bogens, k die Kriimmung und p der Kriimmungs- 
radius von 1 in P, so ist dem Vorstehenden gemass immer: (3) 


(1) Su, B.: On the curvature-axis of a convex closed curve, Science Reports of the 
Tohoku Imp. Univ. Vol. 17 (1927). 

(2) Ganapathi, P.: On a certain class of Ovals, Math. Zeitschrift 38 Bd. (1934) 
S. 686. 

(3) Vergl. Encyklopadie der Math. Wissenschaftcn, II. 3. S. 32. 
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denn 


0 ) 

1 —ff— dr _ 1 

p ds 3 J tan q) ds 

( 2 ) 

tan rp= — ^. 

W 3 ds 


Aus (1) ergibt sich 




1 


so folgen 

(3) 


IWM/: 

'“/M/a 


3 / tan cp ds 
1 


ds, 


3 J tan <p ds 


ds^ ds. 


')) 


ds H ds. 


3 J tan (p ds 

Die Krummung K einer ebenen Linie ist eine Differentialinvariante 
derselben gegeniiber alien Bewegungen in der Ebene. 

Dasselbe gilt von den in Bezug auf die ganze Krummung genom- 
dtc d 2 K 


menenen Ableitungen 


dr di 2 ’ 


Zugleich stellen die Funktionen 

dfc d 2 K 
dr ~d t* ’ 


Kt 


an deren Stelle man auch 


die d 2 K 

Kt'-r » . i 

ds ds 2 


oder 

dp d^p 
’dr’ dr 2 ’ 

oder 

0 d P d *P 
’ds’ ds 2 

oder 



p,3Un»,3^HM, 

ds 


nehmen konnte, insofern alle wesentlichen Differentialinvarianten gegen- 
uber Bewegungen in der Ebene dar, als sich jede solche Differential¬ 
invariante als eine Funktion der 6lieder einer beliebigen dieser Reihen 
darstellen laszt. 
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Die Gleichung der Kettenlinie ist (1) 


Aus (4) ergibt sich 


p=f 


+ ‘' : } 


Cesaro hat die Kurven mit der natiirlichen Gleichung 
s= K [— Jl - 

(« Vg)"-* 


Aus ( 6 ) ergibt sich 


3 ds 3k 


ergibt sich f 


cos &o= - 


o as 


_ tan y • gi (s) —gi (s) 
Vtan 2 cp + 1 

tan if • (s) +g 2 (s) 

a Vtan s y +1 


cos «0 = 

see <J 9 

sin Wo= I s )± El J& , 

sec 9 


(1) Liliknthal, R.: Vorlesungen uber Differentialgeometrie (1908) I, P. 61. 
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tan qp= — 

T 3 ds 
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Aus 

( 8 ) 

ergibt sich 

(9) 

so folgt 

(10) a.2 |3j*tan cp ds^ ~»d0^oi L, 

wo 6 (p in Hayashi’s Arbeit bedeutet. (1) 2 


p~ 3 = tan (p ds^ ” » = <r, 


(3) Uber Eilinie und Eiflachen 

1. Nach der gleichen Methode wie in Ganapathis Arbeit (2> ergibt 
sich der 

Satz 1: Man kann ungerade Anzahl von Rcchtecken, die gleiche 
Strecken zwischen Gegenberiikrun gs funk ten haben , zu einer Eilinie um- 
schreiben. 

Satz 2: v((f) — p(qp +n/2) hat ungerade Anzahl von Nullstellen, wo 

v(qp) f'(0) + p'(0 + n) 
ist. 

Satz: Schneiden wir eine Eixache mit zwet senkrechten Ebenen, die 
zu einer festen Ebene senkrecht sind } so sind die Schnittinhalte eitiander 
gleich in ungeraden Paaren von der Anzahl von Schnittovalen . 

Setzen wir 

* 0 ?) =p (6 ). p (0+w) -p (e +!) •/ (e + 

so folgt 

«P(0)=_<^0 +!:y 

Aus der Zeichnung von &(0) ergibt sich der folgende 

Satz: In ungeradtr Anzahl von Rechtecken sind die Produkte der 
zwei A bstdnde von einem festen Innenpunkt zur Gegenseite einander gleich. 

(1 ) Hayashi, T.: On the extremal Area of the Osculating Ellipse of an Oval, Tohoku 
Math. Journ. 23 (1924) p. 301. 

(2) Ganapathi, P.: A note on the oval, Math. Zeitschrift Bd. 38 (1934) S. 490. 
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2. Hier werden wir einige Bemerkungen zur relativen Differential- 
geometrie machen. 

f, q> r > p> s j S* r> • • sollen dicselbe Bedeutung haben wie in 
der Arbeit von Siiss. (1) 

A A 

Die entsprechenden Grossen in Gegenpunkten seien mit f, q, 
bezeichnet. 

(1.) Nun definieren wir ais „ Relativ-Breite * der Eilinie £ bezuglich 
der Eilinie c als Eichkurve die Gr6ssc (2) 


(1) 

Dann wird 


b _ 2[p p(e)+p p(e)) 
9P(t)+9P ('f 


und 


=^p p (c) (i<f + j)p p (c) J(p--2S 
S-j) r da— -jj)P P (f) d <P+ j(f)? P (f) d<r= f bd<r 


fur jeden Anfang der Integration nach <r oder (p . 
Da besteht 

s* D Z t 

2 

WO 

D — Max b(q ). 

* 

Also 

I* g /. 


(2.) Als Relati\-Breite einer Eiflache £ bezuglich der Eiflache u 
definieren war 


so besteht 


b 2\pR {()+}> k{t)\ 
?R(t) + i£(t) 

mx — o , 

2 


(1) Sftss, W.: Zur relativen Differentialgeo., I f Jap. Journ. of Math. IV (1927) S. 
57. 

(2) Nakajima, S.: Uber die Relativ-Breite von Eibereichen, Jap. Journ. of Math. 
Vol. VI (1923) S. 21. 
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WO 

D = Max b. 

3. Nach derselben Methode in Ganapathis Arbeit a> kann man den 
folgenden Satz beweisen. 

Satx: 



(!) *“»- 

ergibt sich 

(2) P=p fe)/p (e)=Jtan (p (s) ds ( 5 )/Jtan (e) ds (e). 

(3) 21 (z) = <j)rds=£r\ tan q> (j) ds (j)J //tan <p (e) ds(e). 


(4) S=fds=J {tan tp fe) ds (j)/Jtan <p (c) ds (t)\d<r 


ebenso ergibt sich fur R.-Kreis: 

(5) J tan fe) ds fe) = j tan (e) ds (e). 
wenn p' = 0, so folgt aus (2) 

(6) Un"^(^)=tan^ (c), 
so erhalten wir den 

Satz: Jede EiUnie besitzt mindestens vier Stellen, fur die (6) 
besteht . 

1st fiir eine elliptisch gekriimmte Eilinie 

= const., 

J tan q) (e) ds (e) 

so ist sie eine Ellipse. 

(1) P. Ganapathi : A note on the Oval, Math. Zeitachrift 38 (1934) S. 490. 

(2) Matsvmu&a, S.: t)ber eine Affinegeo., Tohoku Math. Journ. 36 (1932) S. 189. 
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(4) tjber Differentialgleichungen, die die Relation mit 
Raumkurven besitzen. 

1. Im Folgenden behandle ich die Losung des Problems : (1) 


(1) • 

/ dx \ 2 / dy \ 2 /dz \ 2 

Yds) \ds) \ds) ~ 

(2) 

/d 2 x\* /d 2 y\* / d 2 zY 

V ds*) V ds* ) \ds 2 ) 

Setzt man 


(3) 

— =cosh 0, 
ds 

(4) 

=sinli 0 • sin w 
ds 

(5) 

r=sinh 0 * cos (f, 
ds 


so sind die Gleichungen (1) identisch erfiillt. 

Aus (3), (4), (5) folgt: 

f*L\ d~x d0 

(6) 

(7) <l_y_ _ CO sli 0 . sin <p + sinh 0 • cos q> 

K ' ds* V ds ds 

(8) =cosh 6 • cos <p — —sinh 6 • sin <p ~. 

v ' ds* ds ds 

Setzt man (6), (7), (8) in (2) ein, dann folgt: 

(9) 

wo k eine Konstante debeutet. 

Setzen wir (9) in (3), (4), (5) ein, dann folgt: 

(10) ^=cosh0, 
as 

(11) — =sinh $• sin (k± V — 1 

y ' ds \ J sinh 6 ) 


(1) Vergl. Kubota, T.: Imaginare Kurven mit der Krummung Null, Tohoku Math. 
Joum., Vol. 26 (1925) p. 12. 

MATSUMURA, S.: Imaginare Kurven mit der Krummung Null, Tohoku Math. 
Joum., Vol. 39 (1934) p. 233. 
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(12) anh0*cns/*±y—1 f-— 

ds \ J smh0 / 

Aus (10), (11), (12) folgt: 

(13) * =J cosh 0 ds + c t 

(14) s,n ^ * ^ s * n ( /f±v " 1 /dr/^ + '* 

(15) z = J*sinh 0 • cos ± V — lj* </ 0 ^& 4 -<\ 


Schliesslich erhalt man den Satz: 

Die Lasting von (1), (2) (13), (14), 15). 

Fiir die Gleichungen 


(16) 

(17) 

haben wir 

(18) 

(19) 



Xz =j sin (*—J cos ^ & ( W) * cos ^ 0 ds + c, 

jt=Jcos(tc± J cosh 0 d0) • cosh 0 ds 4- c. 


(20) z=jsinh0ds + t 


2. Im Folgenden behandle ich das Problem der Bestimmung aller 
imaginaren analytischen Kurven mit der Kriimmung Null. Es seicn x, y, z 
die rechtwindligen Koordinaten des Kurvenpunktes und s die Kurvenlange, 
und x, y, z analytische Funktion von s. 

Damit die Kurve die Kriimmung Null besitzt, miissen (1) 


«> (sr + (f + (D , = i 

gelten. 

Wir setzen statt (1) eine von den beiden Gleichungen 


(1) Vergi T. Kubota: Imaginare Kurven mit der Kriimmung Null, Toholcu Math. 
Journ. 26 <1925) p. 12.’ 
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oder 


(3) 


(4) 


1 + ^? 

ds ds ds 


^ ds dx __-dy 

ds ds ds 


= "(s) 


dx .dy 
ds ds 


, ds 
1+ Ts 


i_* d JL+i*y 

ds ds ds 


v (s) 


wo i — V“1 ist. 

Aus (3) und (4) folgt durch Auflosen: 

dx _ 1 — it' s) *v (s) dy _ i (1 + u (s ) » v (s)) 

ds //(*)_?> (s) * ds u(s)—v(s) 

— V -- -i - , WO 


(5) 


oder 


ids u(s)~v(s) 

Setzen wir (5) in (2) ein, so folgt 

(6) n = const., 

(7) 7' = const. 
Aus (5), (6) und (7) ergibt sich 


( 8 ) 


oder 


(9) 


\x -= w rf ,+, p /=/ r 1 

S= f"”+J±)ds+r, 

J Hu — v(s) 

x = fir" W • 7 ’V, + r, y=i f 1 + *J£)1 !LVj 4 -r, 
J 7/(j) —7' 0 J u(s)—7’o 

s= [!iiil+^ds + r. 

J u(s)-v 0 


Schliesslich erhalt man der Satz: 

Z)/V imagindren analytischen Kurvcn nut der Kriimmun g Null . *//V 
Gerade sind, sitid durch das Gleichutigssystem 

I J I/O -v(s) 


■fl + ^-Zif)ds + c, 
7 J Uo -V(s) 
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I = C« s± £X£j* +f , 

l J u 0 -v(s) 


oder 


. n_±iift?us+c, 

J u(s) — v 0 

g= r«M±vo d 

1 J u(s)-v 0 
darstellbar , z£/<? «o, t'o, £ Konstanten bedeuten. 


(5) Uber zwei Flachen, die eine Beziehung haben 

Wir denken uns nun wieder die folgenden Gleichungen: 

M) X £„„ + er£ M + £„=0, (z—x y y t z) 

1. Wir denken nun hier an den Fall, dass man (A ) zu 

(1) A &uv + B&v+C<P + D = 0 

umformen kann, so kann man setzen 

(2) 0= Fo+ Fif/i + V 2 U 2 > 

wo die Koeffizienten A, B, C, D gewisse Funktionen von z/ allein bedeuten. 
Aus (2) ergibt sich 

(3) * = *o + U 1 I+ U 2 X, . 

und es ist unmittelbar einleuchtend, dass drei Gleichungen dieser Form, 
in denen xo, X, . . . durch die Gleichungen 

#o=| Fo a (v) dv y ., 

(4) / = J F 1 a (z/) dvy ., 

A = J F 2 a (z>) dv } . 

erklart sind, stets eine Affingesimsflache darsellen konnen, welche 
auch die willkiirlichen Funktionen Vu, Vi, F 2 , a, /?, y sein mogen. (1) 


2. Besteht in (A) 

( 1 ) 




(1) SALitei^Ki, E.: t)ber affine Geometrie, Math. Zeitschrift 17 (1923) S. 144. 
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so folgt <2) 

( 2 ) 


Wenn 

( 3 ) 

so folgt 


a 2 jpg/ , 1 

dudv 


+ f [l + y-1 1)1]:=°, 

a«L / x J M x J 


/=9L. 

V 

<p=<r, ip=X, 


(4) 


£ 2 log- 


dudv 


_a/w\ 0( 

M x 2 ) 


3. Wir betrachten uns nun eine Flache g, so kann man mit jr affine 
Flachennormal bezeichnen, wo 


( 1 ) 


u = const., v = const. 


affine Linien von Kriimung, /?< Hauptkrummungsradius von r sind. 
Aus (1) ergibt sich 


( 2 ) 


£«.+ 


(£). 

: r t** 1 ” ^ r 


_I _ 1 


1_ 1 

Ri Ri 


r*=o 


Um ^ = const, der Orter von Beriihrungspunkten des Umschriebene- 
Zylinders oder Kegel mvissen 


( 3 ) 


M 

1_ 

J?1 Rn 


=0 


oder 


( . Rj) u _ 8 

71 _T\ 2 “a* 

V/?! 


ai 


A _ I 

/?2 7?2 


sein. 


(2) Graustein, W.: Parallel Map of Surfaces, Transactions of the American Math 
Society Vol. 23 (1922) p. 298. 
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(6) Uber eine meiner Arbeiten 
Zum Teil I 


Aus Dimensionsgriinden ist eine andere Potenz der Grosse (^ 1 ^ 2 ) 
im Ansatz natiirlich. 

Wir beweisen den Satz: (1) 

Die Kugel ist die einzige Eiflache, fur die in Gegenfunkten £ und £ 
stets die Gleichung gilt: 


(1) £ + rt) = £ + rp,T=(^i -£ 2 )*. 

t) ist dabei Affinnormal-Vektor. 

Wir benutzen Blasciikes Differentialgeometrie II zum Beweis. 
Aus (1) folgt 


(1') 

E(-ff=T( t)-T( t) + T B\ Z,-T B\ E, 

Wegen 

fo E2?() = 0 

und 

X = T&f=-XX=-X^f 

ist 


(2) 

X T& = Ti 


und nach (1) 

(r~r)X=T+\T = Ti(-£f-£f)=:T&(/+-/) 

wegen (2) 

=t + t&. r§; 

also ist 


(3) T§ + T§=/ + ^ = ^ = Breite 

Durch Ableitung folgt 




Multipliziert man (1') skalar mit £, so wird nach (2) 

u 4* X ti = 0, 


also 


(1) MaTsCmura, S.: tjber konvex-geschlossene Flachen, Tohoku Math. Journ. 36 
(1932) S. 192/5. 
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7± +li—o, d.h. bi—Q, const. 

Unsere Flache muss also zunachst konstante Breite haben: ein „Gleichdick“ 
sein. 

Nun ist 

<r= ^ +R 'i 
2 

also ist nach (3) : 

-f T8 = ^ = const. = o“ + <r^r8 
also gilt stets das Gleichheitszeichen, d. h. es ist 

Ri = R2, 

die Flache hat iiberall Nabelpunkte, muss also die Kugel sein, w.z.b.w. 




130 


S6ji MATSUMURA 


also sogar 


ri 2 -^r2 2 =2r 2 [=n 2 -h r 2 2 fur die Z?-Richtung!], 


e = 0, n=f2 


und 0 ist Mittelpunkt aller Kreise, w.z.b.w.. 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN(XII) 

Soji Matsumura 

(Accepted for publication, February 21, 1935) 


(i) 

Es sei 

(1) /( E *)=const. [o=i, n,m] 
die Gleichung eines Kurvenpaars in Ra und 

(2) /(? + *?)=/<?). 

wo £' die Kugeln in ^3 bezeichnen. 

Aus (2) folgt 

(3) 

Bezeichnen wir mit die Momente der senkrechten Richtung p von 
<$£*. so ist 

(4) A <5^=0. 

Die Koeffizienten der bg in (3) und (4) miissen somit einander pro¬ 
portional sein, so folgt 

(5) A=pA* 

wo p ein Proportionalitatsfaktor ist. 


( 2 ) 


Betrachten wir 

(1) [o = I, II] 

so folgt 

(2) —cos 2 q>* A* 9 p+to + T* p a p fi =0. 
Differenzieren wir (2) nach pi, so folgt 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Unov. Formosa, Vol. XV, No. 5, 
July, 1935.] 
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(3) - cos 2 <p. (A n pi + A 12 p 2 ) + T n pi + T 12 P 2 = 0. 
Differenzieren wir (2) nach p 2 wieder, so folgt 

(4) - cos 2 <p. (A 12 P \ + A 22 P2 ) + T 12 P i + T 22 p 2 = 0. 

(3), (4) sind die Bedingungen dafiir, dass cos 2 <p Maximum- oder 
Minimumwerte annimmt. 

Aus (3), (4) folgt 

A n Pi + A l2 P2 T x1 pi + T 12 P 2 
A 12 P i 4- A 22 p2 T 12 P i + T 22 p2 ~°* 

Aus (5) ergibt sich pi:p 2 , wofiir die Richtung von cos 2 (p Maximum- 
und Minimumwerte annimt. 

Der Wert von Maximum- und Minimumwerten von cos 2 (p ergibt sich 


cos 2 y. A 11 
cos 2 (f. A 12 


cos 2 qp. A 12 — T 1 
cos 2 (p. A 22 — T 2 


Aus (6) folgt 


1 1 __ A 11 T 22 +A 12 T^-2A™ T 12 

cos 2 (p cos 2 A 11 A 22 —(A 12 ) 2 

' ' i yn T 22 —(T 12 ) 2 

w cos 2 g?i. cos 2 ^ = A 22 -(A 12 ) 2 * 

wo pi, P 2 zwei Wurzeln von (6) sind. 


Wenn 


A 11 A 12 _A 22 

2*11 ~~ 7^12 7 ^ 22 * 


so ist cos 2 von pi: p 2 unabhangig. 


In Weingartens Flache kann man die Gleichung von Minimallinien 

(i) W 

W a* 1 0'(a) J 

setzen, wo a eine Funktion von t, t und 0 eine Funktion von a ist. 


(4) 

Wenn eine zweidimensionale Kurvenpaarschar gegeben ist durch: 
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f=E (*> a, b) 

t)=r) ( t,a,b), 

wo£»t)zwei Kreise sind, 

so gilt fur den Schnittpunkt von zwei benahbarten Kurvenpaaren dieser 
Schar: 

£ {t+dt.a+da, b + db)=% ((,a, b) 

X) [t + dt, a + da> b + db)=y (/, a , b) 

oder nach Taylor entwickelt sich: 

ltdt+lada+&db= 0 
X)i dt+T)a da+y„ db=0. 

D.h. die eindimensipnale Schar der Einhiillenden unserer Kurvenpaaren 
musz folgender Differentialgleichung geniigen: 

da (j, t)„-y, £a) + db (j t y b - tj, £„) = 0. 


(5) 


Aus 

f*= <P( S )> 

(1) 

j y=k(p (s)±lll + &“s + q, 

L s = ±i)ll + k- cp (s) + *'ks + q 


in Kubotas Arbeit* 1 ’ ergibt sich 

r*=<p’ ( s ) 

( 2 ) \ 


y = k <p'(s)±-\ll + k 2 , 
.jr*i(±Vl+F</ (s) + k) 


als Gleichung von Minimallinien auf einer Kugelflache. 

Aus (2) folgt 

(y=±\l + W+kx, 

( ' \z = i (±Yl + £ 2 x-t k ), 

die eine Gleichung von Gerade ist. Also folgt der 

Satz: Die Minimallinien auf einer Kugelflache sind mit (2) gegeben. 
(2) ist eine Minimal gerade. 


(1) Kuboda, T.: Imaginare Kurven mit der Kriimmung Null, Tohoku Math. Journ. 
26 (1926) p. 16. 
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Aus (2) folgt 


(4) 


oder 


xdy , dx 


f = ±>VT+F4f, 

as ds 


(5) 

oder 

( 6 ) 


ds_ . f - il+k? dy 

ds k ds' 


(i)‘=-((f) !+ (*)T 


So folgt der 

Satz: Zwtschen x, y , s .r bestehen (4), (5), (6). 
Aus meiner Arbeit (2) ergibt sich 


(7) 


f;r=sin 0, 


JjV=cos 0 • sin 


£—cos $ •cos 


J*±V-llogtan(i+A)), 
± tt log tan + y^|, 


als Minimallinien auf einer Kugelflache. 


( 6 ) 

1 st 

<p ( t , t) = const. 

die Gleichung einer Kurvenschar einer Kreisflache, dann werden deren 
orthogonale Trajektorien bekanntlich dargestellt durch: 

U) | W -(»,»,) f(*+ {(*«.)£ )*-a 

Wenn unsre Kurvenscharen zueinander senkrecht sind, so folgt 

(2) (Mr)=0. 

Aus (1), (2) ergibt sich 


(2) Matsumjjra, S.: Imaginsire Kurven mit der Kriimmung Null, Tohoku Math. 
Joum. Vol. 39, p. 233. 
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(3) {9 t *,)2Edt={9 r 9 T )*SL<h. 

ox ot 

Fiir das Katenoid gel ten folgende Fundamentalgrossen 

Setzen wir ferner 


(5) 


— a 

~di~t” 2 -a 2 ' 



wo a eine Konstante ist. 

So ergibt sich nach Gleichung (1) die Differentialgleichung der 
Orthogonalen der geodatischen Linien 


( 6 ) 



Somit ist 

/" 

i —-1-const. 

a 

die endliche Gleichung der Orthogonalen. 


(7) 


Wir betrachten nun 


( 1 ) 


Cos 2 (f = 


7*Vr 4- 2T l2 pip2 4- 
A 11 pi 2 + 2A 12 pip2 4 A 22 p2 2 


wieder. 

Es folgt: 

(2) - cosV -(A 11 pi 2 + 2A v fpip 2 + A 22 p 2 2 )+T n pi 2 4- 2T 12 piR2 4- T 22 P 2 2 = 0. 
Differenzieren wir (2) nach pi, so ergibt sich 

(3) — cos 2 <p . (A 11 pi 4 A 12 P 2 ) 4- T n pi 4- 12 p 2 = 0. 

Differenzieren wir (2) nach p» f so folgt 

(4) - cos 2 <p. (A 12 P i + A 22 p 2 ) 4" T 12 P i + 22 P 2 = 0. 

(2), (4) bestehen fur Maximum- oder Minimumwert von cos 2 (p. Nun 
bezeichnen wir den Maximum- und Minimuswert von cosVmit C bezw. c. 

Die Elimination von cos 2 <p aus diesen beiden Gleichungen (3), (4) 
ergibt die Differentialgleichung von c und C : 
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(5) 

A 11 pi + A 12 P2 

T ll P i + 7' 12 p; 

A 12 pi + A 22 P2 

T 12 pi + T 22 P 2 

So folgt 



(6) 

cos <p. A 11 — T u 

cos <p. A 12 — T 12 

cos (p. A 12 — T 12 

cos q>. A 22 — T 22 


d.h. 

(7) cos *q> { A n A M -(A 12 ) 2 }- cos 2 <p (A 11 T 22 +A 22 T n -2A 12 T 12 ) 

+ {T n T 22 -(T 12 ) 2 }=0. 

Also ergibt sich 

^“r 22 + ^ 22 r n - 2^ 12 r 12 

A n A 22 -(A' 2 ) 2 

J-llj-22 _ (T 12 ) 2 

a^^Ca 12 ) 2 ' 

(5) ist genau die jAComsche Form der Quadratischeformen 
und 

Wir schlieszen also den Fall: 

(9) A 11 : A 12 : ^ 2S = T n : T 12 : T 22 , 
in dem cos 2 q- immer konstant ist. 

Wir nennen c, C Hauptwert von cos 2 </ und (9) auch in dem Falle 
Nabelpunkt. 

Wenn (5) ist gleich 

(10) P1P2=0, 

So folgt 

(11) A n T 12 —T n A 12 = 0, A 12 T 22 — A 22 T 12 = 0, 
d.h. 

(12) A n /T n = A 12 /T 12 = A 22 /T 22 , 

oder 

(13) A 12 = 0, 7' 12 = 0. 

Wenn (12) nicht besteht, so folgt 



(14) 


cos 2 q> — 


7~ 11 pi 2 + T 2 W 
A 11 pi 2 + A 2 W 
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und 


also 


(15) 


c = T n /A u , C=T M /A i2 , 


COS 2 99 = 


(16) 

Setzen wir 

(17) 

so folgt 

(18) 

Weiter setzen wir 


A 1 , , A 22 , 

— Pi 2 + -yrpi 1 
c C 

A l W 4- A 2 W 


cos t 


( U n pi 

\ 2 , c( U * 2 P* Y 
/ VV A* p. pj 


iA^Pi 

sin*- V^pv, 


V^p.Ps 


vos 2 (f = c cos 2 6 + C sin 2 0. 


fi = A u pr + 2A 12 pi P 2 + A 2 V, 
f 2 = T n P r + 2T' 2 pi P 2 + T 22 p2 2 . 

und bilden 

(19) /. = 0 , f s = 0 , /(A,/ 2 )=0. /(/ 1 ./(/ 1 .AO) = 0 , 

/(/2,/(/l,/ 2 ))=0 ) 

so spielt (19) eine grosse Rolle in unserer Kreisgeometrie wie in der 
Flachentheorie in elementarer Differentialgeometrie, z.B. wir machen 
gel tend den folgenden Satz: ll) 

Die notwcndige und hinreichendc Bedingung da fur, dass zwei Paar 
Richtungen, fur welche 

(20) cos 2 q =cos 2 (f 

besteht, harmonisch von einander getrennt sind, ist (1) 

_ ^^12^2 j'Uj'22 _ ^j'12^2 

A 11 ! 22 - (A 12 ) 2 ~ A U A 22 - (A 12 ) 2 * 


( 8 ) 

Wir nehmen Kriimmungslinien Parameterlinien, so bestehen 

(1) Vergl. OgurAj K.: On the Theory of Representation of Surfaces, Tohoku Math. 
Journ. Vol. 12, p. 241. 
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(9) 

Nehmen wir einen Punkt P auf einer Kreisflache S und ziehen zwei 
Kurven a, C 2 durch P auf S, deren Gleichung ist: 

(1) 8dt* + 2$dtdx+ Wdt*=0> 

so ergibt sich (1) fiir eine Kurve K durch P : 

(2) ds 2 cos a cos ft = ///, 
wo 

7— {(ft ft) «/+ (ft ft) 3 t} 2 ?F+2 ((ft ft) 3/+ (ft ft) 3 t} x 
J (ft ft) dt + (ft ft) J ?F+ {(ft ft) 3/ + (ft ft) Ot J ^ft 
/= {[(ft ft) *-2 (ft ft) $ + (ft ft) 0P-4 [(ft ft)(ft ft)- (ft ft) 2 ] x 

(3) \ [0?P-$ 2 ]}a 

a = Winkel zwischen Ci und A', 

= Winkel zwischen C 2 und K, 

^ds = Linearelement von A". 

Nehmen wir einen Punkt A auf AT nahe A und ziehen aus A Senk- 
rechtegeraden AB, AC zu Ci bezw. Cs, so ist der Inhalt von Dreieck PBC 
gleich 

Yj xsin («+/*)• 

Wenn Ci und £2 zueinander senkrecht sind, so kann man setzen: 

(4) # = 0, 


also folgt 

(5) 


ds* 


cos a • cos 
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m ft) dt+ (o, e T ) <hp y+ 1 ( 6 ,6 7 ) dt+ (o, o T ) <iip e 
m o.) v+ (Or Or) 0?-4 L(o, 0()(0 T 0 r ) - ( 0 , o.ppo y)j i 

Aus (5) ergibt sich der a> 

Satz: Man kann den Inhalt eines kleinen Rechteckes auf Kreisfidche 

mil 

[(0,0,) <3/+(0 t 0 T ) (5ip y+[(g, 0 T ) <5/ + (0 r 0 t ) di] 2 

j[(0, 0 t ) !T+ (0 r 0 r ) op -4 [(0 e 0,)(0 T 0 r )-(0 t 0 T ) 2 j(0 ¥)\i 


Aus (5) folgt 
(6) As 2 • sin 2a = 

2 [(0 t 0,) 3/ + (0,0 T ) jrp !F+ [(0,0 T ) 3/ + (0 T 0 T ) &P 

{[(0. 0 ,) y+(o r 0 T ) op-4 1 ( 0 , 0 t )( 0 r 0 T )-( 0 , 0 T p ](0 y» i 

Aus (6) kann man a finden. 

Wenn unsere Kurvenschar auf S auch senkrecht ist, so kann man 
setzen in (5): 

(0,0 r )=0, 


aus (5) folgt 


(7) 


<fc 2 


• c< s a • cos 



_ [(o, o,) dt]-w+\(e T e T ) 3ip o 

m«.) ^+(0r Or) 0p -4 (0 t 0,)(0 T 0 T )(0 r)l i 


(7) ist unser Inhalt eines kleinen Rechtviereckes auf einer Kreisflache. 
Aus zwei Formeln in Forsyths Buch <2) kann man erhalten: 


( 8 ) 

(9) 


ds 2 • cos (a 4- /?) = 


l 

I 


[(0, 0,)(0r 0 T )-(0 t 0rP] x 


ds 2 • cos (a—/?) = 


{0& 2 +2<P dt <5t + y<5i 2 j, 

/ , [(0t 0f)(0r Or) (0/ Or) 2 ) y 

r • r 


\6dt 2 + 2<Pdt dt + y<Jt 2 }. 

Aus (8), (9) kann man a,/? finden, oder wissen <2> : 


(1) Forsyth, A. R. : Lectures on the Differential Geometry of Curves and Surfaces, 
Cambridge, 1920, p. 61. 

Nakajima, S. : Kukelgeo. von Mobius, Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., 
Taihoku Imp. Univ. Vol. 2 (1929) p. 36. 

(2) 1. c. (1). 
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( 10 ) 


ds 2 * sin (a—/5) = 


2V (6 t 6 t )dt+(6 t 6 r ) dx 
/ ' 6dt + {Pdx 


(Mr) «*+(Mr)*» 

&dt + W dx 


wo 


^=[(Me)(MrMMr) 2 !. 

Wenn # = 0, so folgt 

cos (a + /?) = 0. 

Aus (8) crgibt sich also: 

(11) 1 =[(0, 0 t )(0 f 0 r ) - (4 0 r ) 2 ] f 0 a/ 2 + 2$ <3/ dr + Wdx 2 j . 
Aus 

(12) fo 2 cos a cos = -y , 

ds 2 sin a sin /S = —^ (0 • <3/ 2 + 2# <3/ dx -f- Wdx 2 ) 


folgt der 

Satz: Bilden wir tin kleines Viereck in einem Krcis und ist PA ein 
Durchmesser, so ist das Produkt PB.BA.AC.CP gleich 


(13) 


V 2 1 
1 2 


(0 • dt 2 + 24 s dt • dx -f Wdx 2 ) 


oder aus (1) ergibt sich 

(14) tan a • tan (0 • dt 2 + 2$ dt • dx -f W dx 2 ). 


Aus (9), (10) folgt 
(15) tan (a—/3) = 


2V 


(0 t 0 t ) (5/ + (0 T 0 T ) <5 t (0 e 0 T ) 3/ + (0 T 6 r ) dx 
$ dt + $ dx & dt +Wdx 


jZ +Z(0&t*+2Qdtdx + Vdx*)y 


Wenn wir anstatt (1) Minimallinien nehmen: 

(16) (0 t 0 t ) dt 2 + 2 (0 t B r ) dt dx + (0 T 0 T ) dx 2 =0, 
so folgt 

(17) <5.r* cos a cos /? = ///, 

(18) ta 2 sin a sin 
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wo 


(19) 


ds 2 sin (a—/S) = 


2V (ft ft) dt + (ftft) dt, (ftft)*+(ftft)dt 
I (ft ft) dt + (ft ft) dr, (ft ft) dt + (ft ft) dt 


= 0 , 


(20) / = ((ft ft) dt + (ft ft) <5tp(ft ft) _2 [(ft ft) <5/ + (ft ft) dt] x 

[(ft ft) <5/ + (ft ft) dt] (ft ft) + [(ft ft) 3/+(ft ft) <hp(ft ft), 

(21) /= {[(ft ft)(ft ft)-2 (ft ft) 2 + (ft ft)(ft ft)]" —4[(ft ft)(ft ft) 

-(ftft) 2 J[« ft)(ftft)-(ft ft) 2 ]}i 

(22) A = (ft ft) dt-+ 2 (ft ft) «• dt + (ft ft) dt*. 


( 10 ) 


Sind die parametrischen Kurven auf unserer Kreisflache S orthogonal, 
so wird die Gleichung finer beliebigen Kurve A' auf S mit 


(1) t=[w£) ( “=“” t ' ) 

gegeben. (1) wo a den Winkel zwischen K und t — const, bedeutet. Der 
kleine normale Abstand zwischen bn und S langs der Kurve (1) ist durch 

/ >p \ dt _ di 

(Mr Wt V ~ - (Ot'W&TOJtona 

dn 

~ V~Wt0t){0 T Or) tan 2 a + (6 r 0 r )(0 t 

** = (*, $,)($, $ v ) 

7u bercchnen. 

Aus (1) folgt 

(3) t= f T rMJl l -tan«.*. 

X L(ftft)J 


Dies ist die Beziehung zwischen / und t. 

Dies ist Isogonaltrajektorie des durch sie bestimmten Kreisbuschels. 
Die Kurve (3) ist also eine Loxodrome auf der Kreisflache. 

Aus (3) folgt 


(4) 


t\ — t 2 _ tana r Tl W) 

T1-T2 ti-T 2 l t L(Mt)J 


(1) Vergl. Forsyth, A. R. : Lectures on the Differentialgeometry of Curves and Sur¬ 
faces, Cambridge (1920) p. 62, p. 159. 
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so folgt der 

Satz: Das Verhdltniss smschert den Dtferensen t und « ist gletch. 


(5) 

( 6 ) 


tana f n ij. 

[ (M«) J ‘ 


=const. 


bezeichnet den Schnittpunkt mit unserer Kreisflache und der Kugel, deren 
Mittelpunkt in (0,0) ist. 

Setzen wir 2 = 0 in (3) ein, so folgt i = 0, so geht unsere Kurve 
durch den Punkt 

( 2 = 0 , 7 = 0 ). 

Setzen wir 


(7) (Mr) = 0, 0 = 0, W= 0, 

so folgt aus wohlbekannten Formeln (2) : 


(8) 


ds 2 • cos a cos ft = — , 

ds 2 • sin a sin /? = — # <52 • 


<5.f 2 • sin (a — ft) = 


2V 


(e t e t )dt, (o T e T )di 

$ <5t, # dt 


wo 


(9) 


r J=-2mo L )dt][(e T e r )dx ]$ 9 

/=2Y(Mi)(Mr)fc 
' f"=(Mi)(Mr) 

ft = Winkel zwischen unserer Kurve und x = const., 
. s = Kurvenlange von K. 


Aus (1) folgt 


( 10 ) 

also ergibt sich 


d.h. 


dt __ (0 T 0,)i • tan a 

~ (MJ* 


(<fc) 2 -f (d*) 2 ^ (fl t fl t )-|-(0 T fl T ) tana 
(<5 t) 2 " (Mt) 


(2) l.c.(l). 
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ds 2 = Ml+lMrltonjg ^ 

(M.) 


Demnach kann man setzen 


Sl _y/ (Otfy + iWr) tan 8 a ^ 

V (0,0,) 


s _ f,/ (0,0,) + (OrOr) tan 2 a ^ 

4 r (M«) 


(M«), (M,) 

von t unabhangig, so folgt 

(13) 5 = j/EM+M^l t + const. 

U V (0 0,) 

Nach (1) kann man setzen 

V(M,) 

rfr V (0, 6 ( ) + (6,0,) tan 2 a ’ 

dt _ j(Q r 0 r ) ta n a 
-ds ~ T(0,0,y+l0' r 0 r ) tan 2 a ‘ 


Setzen wir 


so folgt 


= COS T, 


dt 

- = Sill T, 

ds 


y'(o,e t ) 

COS 7 = - - t 

t ($t $r) 4~ (^r ^r) tan- a 
V(0 T 0 T ) tan a 

sin t = - ■ ,V - T -- T/ , , . 


I V(Mrj + (Mr> tan-a 

wo t den Winkel zwischen ds und t = const, bedeutet. 
Aus (1) folgt 


COS 0 =-pr 


WrOr) 


j/(0 T 0 r ) + (0,0 e )(g) S 
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(17) 


sin a = 


dx 




V(P0(Mj 


sin 2a = - 


dt 

dx 


2j(Mr) + (M,)g) | 


Aus (17) folgt 


(18) a=~ sin' 1 .] 

Lt 


lWPjj 

_ AT 

I )<«.«+(* 


Aus (18) kann man a finden. 

1 st (Mr) =0 oder (0*0*) =0 in (14), so folgt 

(19) / = const., 

oder 

(20) x — const., 

d.h. parametrische Kurven. 

Sind parametrische Linien isometrisch, so folgt 

(21) (M,) = (Mr)> 

so erhalt man aus (1) 

(22) ^ = tan a = const. 


Der Flacheninhalt wird mit 

(23) 

gegeben. 

1 st 

(24) ds 2 = 0, 
so folgt aus (13) 

(25) (6t0t) + (0A) tan 2 a = 0 oder x = const. 

(25) ist die Bedingung dafiir, dass unsere Kurve auf Kreisflache Minimal- 
linie ist. 
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(ID 

Sind 

(1) V (/, t, «)= const, (a = Parameter!) 
die Gleichungen von Geodatischelinien. so besteht 

( 2 ) *VL d t + *£-dr= 0 

Bt B x 

langs der Geodatischelinien. 

Berechnen wir orthogonale Richtung dt/dx von (2), so folgt 

0) |> e o t )^L -(e ,«,)££] dt +|>« e r )^L dt =o 

als die Gleichung von geodatischer Parallele. (1) 


( 12 ) 


Wir betrachten nun 
(1) A'> = 0. 

(1) bedeutet, dass es eine Funktion y> derart gibt, dass 


( 2 ) 


By) 


Bl Bt 


st i(6 t o t )(Q T e T )-(e t d r y- ’ 


By) Bt B i 


8<p 


l dx \{6< 6 t ){6 r 6 r )-{6 6,¥ 

ist, denn bildet man aus den beiden Gleichungen (2) tPy’/StS t und setzt 
die beiden Werte einander gleich, so ergibt sich 

(3) A" tp = 0. 

Diese Funktion y> lasst sich also durch eine Quadratur finden: 

< 4 > *-/(£*♦£*)■' 

Lost man die Gleichungen (2) nach auf, so folgt (1) 

Bt Bt 


(1) Forsyth, A. R.: Lectures on the Differentialgeometry of Curves and Surfaces, 
Cambridge (1920) p. 169. 
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d(p _ vi v * vy _ ot ox 

K ’ ~s7~~y(d t d t )(e T e T )-(e l e T )‘ 

Daraus folgt aber, dass 

A'V = 0 

ist, oder dass Kurve const, ein Isothermensystem bildet. (1) 


OX 


(0 T e T )H2.-(e t o T )?2- 
at_ b^_ 'at y ' at : 


( 13 ) 

Wir betrachten den ersten und zweiten Zentramental der W'-Kreis- 
flachen. 

Es sind dann die Differentialgleichungen der Asymptotenlinien auf 
Ci und C 2 mit 

(1) (6,0 t ) /e s 2i^L di n —(0 T 9 r ) R^^-d^=0, 

dt dt 

bezw. 

(2) (fi t e t ) r 2?*±dt*-(e r e,) A 2 — rft 2 =o 

dx dx 

gegeben. (2) 


( 14 ) 


<#»(/, t) = 0 bezeichnet eine Kurve auf einer Kreisflache 5. 
t — const., x = const, bezeichnen parametrische Kurven auf S. 
Wenn co der Winkel zwischen parametrischen Kurven ist, so folgt 


U) 


sin CD— 


Vfe,ft)(Mr)-(M T ) 2 

no, 6 t ){6 r 6 r ) ’ 


tan „ = H6t8,)(6,6,)-(8 t 6 T r- 

(ft 0 T ) 


Seien (2) tj>{t,x) = c Kurve PC auf einer Kreisflache, so folgt 


(3) 

( 4 ) 


sin0= 


4>1 dt 4" <f >2 dx = 0, 

V(M«)(Mr)-CMr) s $ 

as 

W«t) 


_ r<h _ 

V(«r )l(.0 t Ot) <h 2 ~2 (9, 8 r ) <h <h + {0, 0,) 


(1) Vergl. Kommerell, V. und Kommerell, K. : Theorie der Raumkurven und 
krummen Flachen, II, Berlin und Leipzig (1931) p. 34. 

(2) Vergl. Kommerell, V. und Kommerell, K.: Theorie der Raumkurven und 
krummen Flachen, II, Berlin und Leipzig (1931) S. 63. 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE UND KUGELN (xil) 


147 


wo c eine Konstante, s Kurvenlange langs (2) und 6 den Winkel zwischen 
PC und t = a bezeichnen. 

Seien $' der Winkel zwischen PC aus S und t = b, so folgt 


(5) cosfl' = 


( 6 ) 


( 0 , 0 ,)-.-+( 0 , 0 r )-} 

as as 

W, «<) 


_ (0, 0,) <t>x-(6 t 6 r ) _ 

I ( 6, 0,)[(0, 6 ,) - 2 (0, 6 r ) <#., <*>. - (0 T 0 t ) <#.!]! | ’ 


v d l 

sin 6’= -.jit. 

V(M«) 


V 4>i 


\(e, <?,)[ (0,6,)*2--2 (e, 6 r ) ^ <t>2+(0 T o T ) } ’ 



wo 6 4 -0' = co, a, b, c Konstanten bind. 

Nun nehmen wir andere Kurve PC' auf .S', deren Gleichung ist: 

(7) i) — ‘ ’< 
so folgt 

(8) cos x - 

(0,0 ,) 4>2 y>2 — (0t 0 T )(< k V ’i 4- V’2 ± ) + (#t 0,) 4>\ V’i _ 

[(0, e) <h 3 - 2(0, Or) <h + (8r Or) <h 2 \* 1(0, 0,) W ~2 0,0) ^Vl + (Or 0 T ) V >1 2 ] 1 ' 

(9) sin;r= 

_ vi-v’2 4>i) _ 

[(#, 0,) <fc 2 - 2(0, 0 r ) <f>2 <t>l + (OrOr) <#>1 2 J* l (0, 0,) V>2 2 - 2(0,0,) V’2 V’l + (Or 0 T ) Vl S ] & ’ 

(10) A’ = L (PC, PC'). ■ 

Wenn zwei Richtungen df.dx und dt:dx orthogonal sind, so folgt 

(11) (0,0,) dt bt + (0, 0,)(dt dx +dx dl) + (0 T 0 T ) dx dx-0. 

Ist X der Winkel zweichen zwei Richtungen durch 

(12) 0 dt 2 + 2$ dt dx + Tdt*=0, 
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SO folgt 


' 2V(Q*-0V)l (6 t e t ) V-2(e t 6 r )$+(6 r 6 f )6 ' 

1st n/2, so besteht 

(14) (6 6 t )tF-2(e t 0,)$+(6 r 6 r )6 =0 

Die orthogonale Kurve zu 

(15) f(t, z) = a 
ist durch 

(16) [w«,)ff-(«. •.)§£]* + [(«. «,)^-(M,)f}*=o 

gegeben, wo a beliebige Konstante ist. 

Wenn co der Winkel zwischen parametrischen Kurven ist, so ist 

(17) cos co = -M- 

me,)(e,6 r )]i 

1st (6tO r ) = 0, so folgt co = n/2. 

Fiir Nullinie besteht 

(18) + 


(15) 

Zwei Tangenten einer Kreisflache, die von einem Punkt M der Kreis¬ 
flache ausgehen, heissen nach Dupan konjugiert, wenn sie beziiglich der 
Indikatrix konjugiert sind. 

Zeichnen wir die Krummungslinien mit t, i und den Neigungswinkel 
der beiden konjugierten Tangsten der Kurve i mit 0, O', so haben wir zufolge 
der obigen Festsetzungen: 

(1) tan0 • tan 0 '=: — 
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demnach (1) : 


(3) 

(6,6,) dtb!+ dtdi- 

r 2 r t 


(16) 

Setzen wir 


(i) 

cos 2 y = p 2 , 

so folgt (1) 


( 2 ) 

p 2 = r* 9 p^ p s . 

Ist <p = const., 

so ergibt sich aus ( 2 ) 

(3) 

-i «■>=»• 


wo s die Kurvenlange langs St aus dem festen Punkt auf St bedeutet. 

(3) ist die Bedingung dafiir, dass unabhangig ist von der Stelle 
des Schnittpunktes von Kugel 9 und St. 

Durch die Ausfiihrung der Transformation 1 (2) 

(4) P.= Q%? 
geht ( 2 ) iiber in 

( 5 ) y=r->p.y. 

Der transformierte Tensor lasst sich urspriinglich mittels der 
Formel n bezeich nen : 

(6) T y6 ^T^ Q'y Ql 

Setzen wir 

(7) T+p fl =p' 

in ( 2 ), so folgt 

(8) P 2 = Pa P*. 

Die Grossen ( 8 ) sind die Momente der Richtung. 

(1) Lukat, M.: Bianchis Vorlesungen liber Differentialgeometrie, Leipzig und 
Berlin (1910) S. 106. 

Vergl. Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ. Vol. V (1933) 

p. 303. 

(2) Levi-Civita: Der absolute Differential-Kalkiil, Berlin (1928) S. 16. 
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( 17 ) 

Setzen wir 

wo £ v die Kugel im R& bedeutet. 

Fur A = 0 schrumpft der Kreis auf einen Punkt zusammen, da sich 
dann die £* beriihren, fiir A <0 ist er imajinar. 

1st A afi =0, so erhalten wir im konplexen Gebiet als Ausartung eine 
Minimalgerade. 


( 18 ) 

Zwei gerichtete Kugeln £ und t) schreiben mit Hilfe cines Hilfskugel, 
die £ und t) gleichsinnig beruhrt, cinen Winkelkosinus: 

(1) cosy = *=:(£ 9X9 j)(je). 

Es gelten nahmlich die Vorzeicheninvarianten 

(2) e = sgn ( E t E ")(E" r 1 ) 

drei Kugeln £ a Es ist z.B. e = — , wenn die drei Kugeln sich durch 
stetige Abanderungen in Mobivss Raume auf Punkte zusammenziehen 
lassen, ohne dass sie dabei in ,,ortho gonalc Lage“ kommen. 



UBER FLACHEN UND KURVEN (X): 

Ueber Parameter der ebenen Kurven 
Sdji Matsumura 

(Accepted for publication, February 21, 1935) 


§ 1. Einleitung 

Es sei P ein gewohnlicher Punkt ciner ebenen analytischen Kurve, in 
dem die Krimummg nicht verschwindet, und S ein Punkt der Tangente in 

P; in der Umgebung von P liege die Kurve 
ganz auf einer Seite ihrer Tangente. 

Vom Punktc 5 gehe ein der Tangente 
SP geniigend benachbarter Strahl aus, der 
die Kurve in den beiden Punktcn A und B 
schneiden und noch den von A und B ver- 
schiedenen Punkt M tragen moge. 

Man betrachte die Gerade MP und 
beweise die Grenzlagc, der sie zustrebt, wenn A und daher auch B sich dem 
Punkte unbegrenzt nahern.. 

Wenn M in dem Mittelpunkt von AB liegt, bildet die Grenzlage von 
MP mit der Normale in P einen Winkel (j derart, dass 



(1) 


tan cp = — —^ —— 

3 ds c 


ist, l,) vvabei s die Bogenlange, p den Kriimmungsradius dcr Kurve in P 
bedeutet, und PS = c gesetzt worden ist. Ein Sonderfall dieses Satzes 
ergibt sich fur c = °° ; tp g e ht dann in die von Transox A, Journ. de math. 

(1), 6. S. 191 (1841) so genannte Deviation der Kurve liber. 

Aus (1) folgt 

(2) p=3 • exp (3s/V) ’ J tan cp • exp (3s/c) ds+ const.. 

Wir setzen 

(3) (s) 

wobei 


[Mem. of the Fac of Sci. and Agr., Taihoku Imp. l T niv. Formosa, No. XV, No. 5, 
June, 1925.] 

( 1 ) Rothe, R.: Aufgabe aus der Kurventheorie, Archiv der Mathematik und Physik 
III Reihe XXVIII, Heft 3/4, S. 171. 
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A ( 5 ) = 3 • exp {is/c) • J tan <p • exp (is/c) ds 
ist. 

In dieser Note mochte ich die Arbeiten von Kubota, (1) Takasu, 
Narumi und natiirliche Geometrie mit der oben genannten Arbeit ver- 
gleichen und dadurch die Fundamentalsatze iiber Inversionsgeometrie, 
LAGUERRE-Geometrie und allgemeine Formulae in die natiirliche Geometrie 
in einer etwas modifizierten Form setzen. 


§ Z Zur Inversionsgeometrie 


Bezeichnet man namlich die natiirliche Gleichung der Ebenenkurve mit 


P= 

wo p den Kriimmungsradius und s 


(4) 


di 


l bleibt 


durch mobiussche Involution ungei 
durch Inversion andert. 

Gleiches gilt fiir 


(5) 


2 ^ 
\ds 



Auch gelten die folgenden Satz 
Damit die beiden Ebenenkurve 


seichen 



(6) P=A (s\ 

gegeben sind, durch eine Mobiussche inversion una eine i3ewegung (2) zu- 
einander uberfiihrbar seien, ist es notwendig und hinreichend, dass in den 
Punkten, in denen die Zuordnung durch 

(7) dA* ds _ dA* ds 

A 2 ~ A 2 


definiert ist, die Invariante / den gleichen Wert hat. 

Damit die durch eine Inversion und eine Bewegung zueinander iiber- 


(1) Kubota, T.: Beitrage zur Inversionsgeometrie und Laguerre-Geometrie, Japanese 
Journal of Mathematics Vol. 1 (1924) p. 41. 

(2) Matsumura, S.: Beitrage zur Inversionsgeometrie, Tohoku Math. Jour. Vol. 37 
(1933) p. 468. 
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fiihrbar seien, ist es notwendig und hinreichend, dass in den Punkten, in 
denen die Zuordnung durch 

dA »ds _ dA » ds 
A 2 ” A 2 

definiert ist, die Invariante / den entgegengesetzt gleichen Wert hat. 
Bezeichnet man 

( » 

als Inversionsparameter p, so kann die Relation 
(9) 3zf=(p<j>), 

als natiirliche Gleichung der Ebenenkurve in der Inversionsgeometrie 
betrachtet werden. 


§ 3. Differentialinvarianten der Laguerreschen Gruppe 

Wenn die beiden Ebenenkurven jede mit den natiirlichen Gleichungen 

(10) P =A (j), P= A (s) 

durch eigentliche Laguerresche Transformation ineinander iiberfiihrbar 
sind, dann gilt 

( 11 ) dA »ds _ dA • ds 

A ~ A ; 


wenn sie durch eigentliche Laguerresche Transformation ineinander iiber- 
fiihrbar sind, dann gilt 

^ 12 ) </A »ds _ dA • ds 

A A 


Gleiches gilt auch fiir die Invariante: 


(13) 


7 _ 5 (A^) 2 A 1 A' 1 

4 (A') 8 4 A AA # 

AA ;// 3 A /f 

(A') 2 2 A'* 


wobei die Differentiation in Bezug auf 5 zu nehmen ist. Damit die beiden 
Ebenenkurven durch eine eigentliche Laguerresche Transformation zuein- 
ander iiberfiihrbar seien, ist es notwendig und hinreichend, dass in den 
Punkten, in denen die Zuordnung durch 
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(14) 


ds *d& __ ds *dA 
A ~ A 


definiert ist, auch die Bezeiehung 

(15) / = / 

gilt. 

Damit die beiden Ebenenkurven durch eine eigentliche Laguerresche 
Transformation ineinander iiberfiihrbar seien, ist es notwendig und hin- 
reichend, dass in den Punkten, in denen die Zuordnung durch 

^ 2 ^ ds • i/A_ ds • d£\ 

A A 

definiert ist, auch die Beziehung 

(17) / = -/ 

gilt. 

Bezeichnet man 


(18) 


jv 


± j. dK 

~ A ds 


ds 


als Laguerreparameter p, so kann 

(19) ±I = (f(p) 

als natiirliche Gleichung der Ebenenkurve in der Laguerregeometrie 
betrachtet werden. 


§ 4. Uber natiirliche Geometrie 

Aus (1) folgt 

(20) ds— (3 (tan <p + p/c)) ~ l dp, 
so folgt 

(21) <#>= f J3 (tan cp-{ p/c] dp, 

wobei <#> der Winkel ist, den die Tangente in P mit einer festen Gerade 
bildet. 

Als Kettenlinie bezeichnet man die durch die Gleichung 

(22) pz=z a + s 2 /a 
dargestellte Kurve, wo a eine Konstante ist. 
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Aus (22) ergibt sich 

(23) p=a+^-^Jj3 (tan <p + p/c)\ dpj, 

oder (24) A== a + s 2 /a. 

(!) isO bezeichnet eine Gerade. 

A 

(ii) A = const, bezeichnet einen Kreis. 

(iii) —1 bezeichnet Traktrix, wo a eine Kontante ist. 


(iv) 


s 2 A 2 

—+ 1 bezeichnet Epicycloide, Hypocvcloide oder Cycloid, wo 


a, b Konstanten sind. 

(v) A==£#|/i_ c "bezeichnet Pseudotractrices,wo k eine Konstante ist, 

u.s.w.. 

Auch besteht die Beziehung 
(24') lira <#>A = lim 1/A. 

Wenn zwischen zwei reellen Veranderlichen s, A eine Gleichung 
(25) f(s. A)=0 

gegeben wird, durch welche A f(ir ein den Wert 

s = 0 


enthaltendes Intervall als eine von Null verschiedene Funktion von s 
bestimmt wird, so kann man von einer ebenen Linic l fordern, sie soil von 
singularen Punkten frei und ausserdem so beschaffen sein, dass ihre von 
einem festen Anfang bis zu einem beweglichen Endpunkt P gemessene und 
in der einen Richtung positiv, in der andern negativ gerechnete Bogen- 
lange mit s und ihr Krummungsradius in P mit A ubereinstimmt. 

Durch diese P'orderung wird die Gestalt von l bestimmt, wahrend die 
Lage unbestimmt bleibt. 

Eine Gleichung dieser Art heisst hier eine natiirliche Gleichung der 
betreffenden Linie. 

Aus der natiirlichen Gleichung 

f{s. A)=0 

einer Linie kann man eine Parameterdarstellung derselben gewinnen, indem 
man zunachst eine Funktion r von s durch die Gleichung 
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( 26 ) 



bestimmt, wo die Integrationskonstante willkiirlich gewahrt werden kann, 
und demnach 


(27) xz=. Jcos x ds, y = Jsin t ds 

setzt. 

Hat man aus der natiirlichen Gleichung eine Linie / die Krummung 

1/A 

als Funktion der Bogenlange s berechnet: 

(28) k = g{s) 

so erhalt man, wenn x die ganze Krummung des Bogens s bezeichnet, 
zunachst: 

( 29 ) dk _ ^ ds _ dk 1 _ g* (s) 
dx dsdx ds k g(s) 

und kann aus dieser und der vorangehenden durch Elimination von s eine 
Gleichung: 

( 30 ) ?=©(*) 


zwischen den beiden ersten Differentialinvarianten k und dk/dx ableiten. 

Eine Parameterdarstellung von / kann’man aus ihr dadurch gewinnen, 
dass man aus der Gleichung 


( 31 ) 



= T, 


in welcher die Integrationskonstante beliebig gewahrt werden darf, k als 
Funktion von x berechnet und sodann: 


( 32 ) 


x 



cost 

~ir 


dr, y 



dx 


setzt. 

1st die Gleichung der ebenen Kurve C mit 


(33) 


Jx=<p(t) 

\y=y>(t)' 


gegeben, wo (x, y) Kartessische Koordinaten von beliebigem Punkt auf C, 
t ein Parameter bedeutet, dann folgt 
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(34) 

(<p' 2 +v' 2 )» 

cp* cp" 


Bezeichnen wir nun die auf dasselbe Koordinatensystem bezogenen 
Koordinaten des Kriimmungsmittelpunkt R von P{x, y ) mit £, rj, so lauten 
die Gleichungen fiir den Teilbogen der ^-Kurve: 

(35) 

wo 

(36) 

und 

(37) 

f £=x — A • sin a, 
\rj=:y + A • cos a, 

f sin a=y/s' 9 

Icos a=.x'/s' 

s’=\x’*+y* 


ist und xy die Ableitungen der Funktionen 


(38) 

rx=<p (/), 

\ y=w W- 


Wenn 
dann folgt 

das Bogendifferential der R- Kurve mit da bezeichnet wird, 

(39) 

da dA 

dt " “ dt' 


Aus 



(40) 

folgt 

p"(6) +P(6) =v(e), 


(41) 

p (8) = sin 6 J V1 1) cos t dt + ei 

— 


—cos 6 j^J* V (0 sin t dt + c«~ 

f 

WO 

(42) 

p=A(j) = V 


ci, C 2 zwei Konstanten von f(6) Stiitzfunktion sind. (1) Setzen wir 

(43) 

r £7(0) = Js/ (t) cos t dt + cu 

[ V(0)-= fv(0 sin t dt + C 2 , 
Jo 



(1) Vergl. Jordan, C. et Fiedler, R.: Contribution a L’etude des Courbes Convexes 
fermees et de certaines courbes qui s’y Rattachent, Paris (1912), p. 5. 
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SO folgt 

(44) 


p (0) — U (0) sin 0 — F(0) cos 0, 
p' (0) = *7(0) cos 0 + V{6) sin 0, 
r (6) = fp*(B)+p'*{e) = iu* + v*\ 


wo r(6) Polarkoordinaten von (x, y ) sind. 
So ist 


p 2 + f' 2 = U 2 + V 2 = const, 
die Gleichung des Kreises. 

Die natiirliche Gleichung des Kegelschnitts ist mit 


(45) 



r _ d A _ 

YRfTXfFO 


gegeben, wo a, b zwei Konstanten sind. 

Aus (1) folgt 

^ = ^ __ dp _^ 

dt 3 (tan <p-f p/c) dt* 

wo v die Geschwindigkeit von einem Bewegungsmasspunkt auf einer ebenen 
Kurve, t die Zeit bezeichnet, so ergibt sich 

(46) N= I— —l -—l. (^£) 2 , 

1 9p (tan (p + p/c) 2 ) \dt) 

wo N die Komponentenzerlegung von Beschleunigung langs der Normal 
von ebener Kurve der Bewegung (1) ist. 

Zeigen wir die kinematische Energie mit T, dann folgt 

<47) 

wo m das Mass von Bewegungskorper bedeutet. 

Zu den wesentlichen Eigenschaften einer Kurve gehort unter anderm 
der Zusammenhang zwischen der Grosse der fortschreitenden und der 
drehenden Bewegung eines Punktes, der als die Kurve erzeugend gedacht 
wird. 

Bezeichnen wir die Lange des Bogens einer Kurve von einem Anfangs- 
punkt A bis zu einem beliebigen Punkt P mit s, die Grosse des Winkels, 
den die Tangente am Punkt P mit der am Punkte A , oder einer sonstigen 
Richtung bildet, mit 6 , so gibt die Gleichung 


(1) Routh, E. J.: A treatise on Dynamics of a Particle, Cambridge (1898), p. 12. 
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v48) f\3 (tan <p + p/c)\ 1 dp=<p (<u) 

•'0 


den erwahnten Zusammenhang an. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Ebenen- 
kurve periodisch ist, ist die 


oder 


f A (/) sin t dt=0> 

A) 

f A (t) cos t dt= 0, 

A) 

[A 9 (/)(flo 4- cos (/ - a))dt = 0, 
*^0 


wo #o, tfi zwei beliebige Konstanten sind. 

Aus Satz von Minkowski folgt der 

Satz: A lie Kurven derselben konstanten Breite b haben denselbcn 
Urn fang bn, wo 

dS = l --k 
dt A ~ 




ist. 


Es sei f(6) die Stiitzgeradenfunktion der C” Klasse von einer konvex- 
geschlossenen Kurve C in Ri. Die Bedingung dafiir, dass C eine Mittel- 
punktkurve ist, ist dann mit 

V(0) = V(0 + *) 

bezeiclinet, wo 

t”{0)+f(8) =V(0). 

Wir betrachten ebene Kurven, die in jeder Richtung mindestens zwei 
parallele Tangenten besitzen, und bezeichnen den Abstand b zweiter 
parelleler Tangenten als Breite der Kurve. Nach Arvesen werden die 
Bogenlange s , der Kriimmungsradius A( s ) und der Winkel 0 , den die 
variable Tangente mit einer festen Tangente einschlieszt, als Funktionen 
von b dargestellt : (l) 

s= {3 tan cp +p/V)} 1 dp 

=f (b) db = J*<P (A (0)+A(0 + Ji))^(A ( 0 ) + A 6 + n)), 

(1) Arvesen, O. P.: Quelques etudes sur la largeur des courbes, Avhandlinger Oslo 
1926, Nr. 5, S. 18. * . 
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p=A(s)=y>(b\ 


6 


( 9(b) 

JwW 


db. 


Wir setzen die bekannte Tatsache auseinander, dass die “elastischen 
Liniett” in der Ebene zusammenfallen mit den Extremalen des Variations- 
problems (l) 


r ds 

J {A (j)j* 


=Minimum. 


Die Gleichung 


A (s) 


d» A 

ds* 


(dA 


dA \ 

ds) 


■ + 


dA 


ds 

d*A\* dA 
ds 


-d* A 
ds* 
0 dA 
1 ds 


Hut) 


>(§)' 


+ 7 

4A 


+ 


ist als natiirliche Gleichung von ebener Kurve unter Laguerrescher Trans¬ 
formation beniitzbar, wo 


dp = f 


dA • ds 


ist. 


( 2 ) 


36 A 1 2 + 40 Ai 3 4 - 45 AAj A 2 + 9 A 2 A«=0 


ist die Gleichung von Kegelschnitt {8) . 

Im Folgenden betrachten wir elliptisch-konvexe Ovale. l4) 

Es sei f(x,y)= z 0 die Gleichung einer analytischen Kurve (M), die 
ein konvexes Oval bildet, und es sei ferner (p der Winkel der auszeren 
Normale gegen die X-Achse. 

Es werde weiter mit A(s) der durchweg positiv gerechnete Kriim- 
mungsradius von (M) im Punkte ( x,y ) oder s bezeichnet; dann bestehen 
fur die Punkte von ( M) die Gleichungen 


(1) Appel: Courbe de racordement et elastique plane, S. M. F. Bull. 49 (1921), 
105-108. 

(2) Takasu, T.: Natural Equations of curves under circular point-Trapsformation 
Group and their Duals, I, Japanese Journ. of Math. Vol. 1 (1924) p. 52. 

(3) Narumi, S.: On the charakteristic property of the Conic Section, T6hoku Math. 
Journ. Vol. 19 (1921) p.. 196. 

(4) Bohmer, P.: t)ber elliptisch-konvexe Ovale, Math. Ann. 60 (1905) S. 256. 
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(49) 


dx 

d(p 

dy 

dtp 


— — A ( s ) sin (p 9 


=A ( s ) cos <p. 


Spezialisieren wir die Lage des Koordinatensystems dahin, dass die 
X-Achse (M) im Punkte x = 0 beriihrt und daher q*=.~n/2 ist, so hat 
der im Koordinatenursprunge ( M ) fiinfpunktig beriihrende Kegelschnitt 
eine Gleichung von der Form 

(50) y = 1 (Ax? + 2B xy -f Cy 2 ). 

Setzt man dp/d<p = pi und d?p/d<p 2 = P 2 , so lassen sich die Groszen 
A f B und C durch die Werte ausdriicken, die p , pi und p 2 im Oskulations- 
punkte besitzen; denn differentiiert man (2) viermal nach und setzt dann 
in den vier so entstehenden Gleichungen fur x, y und (p beziiglich 0 o und 
—, n/2 ein, so verschwindet die erste der vier Gleichungen identisch und aus 
den drei iibrig gebliebenen erhalt man 

A'(*) — 

_1 _ 1 . B _ _ Pi _ _ d( P. 9p 2 + 5pi 2 —3 ppj 

p A(s)’ 3p 2 3A 2 ’ 9p’ 

9 A 2 (5) + 5 A' J (£)'-3 A (s)4- ( A' ^ 

_ > d(p} _ dq)\ dcp) 

~~ 9 A 2 (j) ‘ 


Erteilt man C statt des vorstehenden Wertes eine stetige Folge von 
reellen Werten, so liefert die Gleichung (2) eine einfache Schar von 
Kegelschnitten, die mit (M) die Tangente und die Groszen p und pi oder 
&'(s)ds/d<p gemein haben, und daher (M) im Nullpunkte vierpunktig be- 
riihren; unter ihnen gibt es eine einzige Parabel, die durch das Versuch- 
winden der Determnante AC—B 2 bestimmt ist, wahrend AC—B 2 > 0 den 
Ellipsen, AC—B 2 <0 den Hyperbeln der Schar zukommt. 

Bildet man den Ausdruck AC—B 2 fur (M), so erhalt man 

< 51 ) 

und es ist der positive oder negative Wert von P das Kriscterium dafiir, ob 
der oskulierende Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. 

Anstatt (1) setzen wir 

tan ( V + *>-!*. 


(52) 
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SO folgt 

(53) lim = 0. 

C-¥» 

Sind p + 0, dp/ds 4 s oo, so folgt 


(54) lim»} = - + <A 

c -*> \ 2 / 

Mit (52) kann man untersuchen wie in meiner Arbeit. (1) 

Fiir einen gewdhnlichen Kurvenpunkt ist <p ein Winkel zwischen — n/2 
und + n/2. 

Die Punkte, fiir die er gleich Null ist, heiszen Scheitel. 

Aus (1) ergibt sich der 

Satz: Die Scheitel ist diejenige Stelle ebener Kurve, an zvelchei\ 


tan cp= —— 
c 

beste/it. 

Dies ist der verallgemeinerte Satz (2) von Takasu. 
Wenn 


in (1), so folgt 

oder 

z.B. wenn in der Kurve 

und wenn 
so folgt 

oder 


<P = 0 , 

l_dp ___ JL 

3 ds c 9 

A, 

p=const. e<> , 

P = as h , (a, b konstanten sind), 
<P = 0 , 

^ '[} S -7 S ]= 0 - 



(1) Matsumura, S.: Dber einen affingeo. Satz und die Deviation ebener Kurven, 
Tohoku Math. Jour. 36 (1933) p. 189. 

(2) Takasu, T.: Vierscheitelsatz in der Lieschen hoheren Kreisgeo. Tohoku Math. 
Journ. Vol. 38 (1933) p. 300. 
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j=0 (wenn b> 1), 

Den Ort der Krummungsmittelpunkte einer Ebenenkurve pflegt man 
ihre Kriimmungsmittelpunktkurve (auch Evolute) zu nennen. 

Als Gleichungen dieser Kurve treten die folgenden auf: 

r^i=^-A (s)'g- 2 ’ (s), 

{ ‘ 3) 4-A ( 5 ) • (*), 

wo tan <p = —- ist. 

as c 

Hier sind xi und yi als Funktionen der Bogenlange s der Ausgangs- 
kurve (x, y) dargestellt; q spielt dieselbe Rolle, wie in der zitierten 
Arbeit. (1) 2 

Wir fragen zunachst nach der Bogenlange der Kriimmungsmittel- 
punktskurve. 

Bezeiehnet si die dem fraglichen Intervall entsprechende Bogenlange 
der Krummungsmittelpunktskurve, so entsteht: 


Sl =f'l A' (s) | ds. 


wenn wir die Bogenlange si mit wachsendem s als wachsend ansehen und 
unter | A'(^) |, wie iiblich, den absoluten Wert von tan q verstehen. 

In dem Falle, dass die Brennlinien durch Reflexion in einer Ebene 
liegen. liegt der leuchtende Punkt im Unendlichen und es wird 

3 / 1 dp — , . —\ 

f — _rtf —_L rr>c m 4- cm m I 




cos <p + siu cp ), 


wo v den Winkel zwischen dem einfallenden Strahl und der Normale n 
von einer ebenen Kurve bedeutet. fl) 


Also folgt aus tan ^ 


_ 1 dp 


;*= + tanqc^cos 9 ? +sin <pj. 


Oder aus tan 9 — 

3 as 


folgt: 


ds _ 1 dp 

dt 3 tan (p dt j 


'(-!)• 


(1) Matsumura, S.: Pber die Deviation ebener Kurven, Tohoku Math. Journ. Vol. 
39, p. 239. 

(2) Vergl. Matsumura, S.: t)ber die Deviation ebener Kurven, Tohoku Math. Toum. 
Vol. 39 (1934) p. 241. 
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d.h. (57) 


v= 


1 dp 
3 tan <p dt 



wo v die Geschwindigkeit des Korpers bei der Bewegung und t die Zeit 
bedeutet. 

Aus (57) folgt 



wo N die Komponentenzerlegung der Beschleunigung langs der Normale 
ist. 

Das vom Mittelpunkt des zu 5 gehorenden Kreises auf die Potenzlinie 
gefallte Lot besitze die Masszahl ±.h, dann folgt 


2 -P 2 = 


^3 tan q> -f ^ • 


As 2 +. • 


4^3 tang?+ ^ +.... 


wo 5* die Bogenlange der ebenen Kurve und p der Kriimmungshalbmesser 
ist. 

Nun ist 


also 


v 6 P»ds 


% - p= W As2 + ---- 
Wissen wir in (1) Deviation $ dp/ds, c , so kann man tan q> berechnen. 



Studies on Concentrating the Hydrogen Isotope H 2 
by the Electrolysis of Water. 

Part II. 

The Production of Heavy Water and its Apparatus. 

Yoritsune Ota 

Accepted for publication, March 7, 1935) 


I. 

As it was very difficult to get here in Taihoku a supply of 
electrolyte from commercial electrolytic cells, we were obliged to 
start the production of heavy water with ordinary water. The 
electrolytic cells were those used in the previous experiment. 0 The 
electrodes of the cell being made of iron, the 1.25-1.50 molal solution 
of NaOH was used in order to prevent corrosion of the electrodes. 
The electrolysis with a current of 7-8 amperes was adopted and so 
the 40 cells were connected in series in a D.C. 120 volts circuit. 
The current density was then about 0.032-0.036 amperes per square 
centimetre at the cathode. The sufficient cooling of the electrolyte 
was achieved by dividing these 40 cells into 4 set of ten cells. With 
five sets of 40 cells the preliminary work for producing heavy water 
was carried out. 

The most effective method of electrolytic separation of the 
hydrogen isotopes is to reduce the electrolyte to a small amount 
without adding water to the electrolyte. In this method, however, a 
higher concentration of NaOH in the electrolyte requires more work. 
Therefore the following method was adopted. Introducing 120 cc of 
1.25-1.50 molal solution into each cell, the electrolysis was carried 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Untv., Formosa, Japan, VoL XV, 
No, 6. June, 1935.] 
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out with a current of 7-8 amperes, adding water three time a day 
till the volume of the electrolyte reached its initial 120 cc in the 
course of five days, which is the optimum duration of time necessary. 
In the following two days the electroyljte in esySh cell was reduced to 
the quantity of 30 cc. This method decreases the efficiency of con¬ 
centrating H* a little, if compared with the ordinary one, but the 
labour in the operation is much saved. In this way 6 liters of 
electrolyte was obtained. 

Reserving 600 cc of the electrolyte for the moment, through the 
rest of it CO. was allowed to bubble until neary all the alkali wae- 
was converted into NajCO, following the procedure of G. N. Lewis 
and R. T. Macdnald.*’ An arrangement for this procedure is shown 
in Fig. 1. 


Fig. 1. 



The operation is as follows. First the electrolyte is introduced 
into the flask D. Stop-cocks C and E are opened and a. stop-cock 
F is closed. Next, carefully opening the valve of the bomb containing 
liquid CO, and - those of the pressure gauge, CO, is made to flow 
through the large bottle B, the flask D, and out of the stop-cock E. 
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When the air in the whole arrangement was replaced by CO„ the 
stop-cock E is closed and the stop-cock F is opened. Setting the 
small pump H, commonly used in circurating water, in motion, a 
portion of the oil in the bottle G is led into the pump. Then CO, 
begins to circurate quickly. Adjusting valves of the pressure gauge 
to compensate the loss caused by the chemical reaction, the operation 
is continued till the pressure within the apparatus remains constant 
for some time after the valves of the pressure gauge have been 
closed. The solution is then distilled from an iron kettle. In this 
way, about 4.5 liters of distilled water was obtained, in which the 
relative abundance of H* : H‘=l: 800. 

II. 

Adding this distilled water to the reserved 600 cc of the electrolyte, 
2.4 liters of 1.25 molal solution was made and introduced into 20 of 
the cells. The electrolysis was done, adding the distilled water 
obtained three times a day, and finally the electrolyte in each cell 
was reduced to the quantity of 30 cc. The electrolyte thus obtained 
was reduced by electrolysis to the quantity of 150 cc, and 120 cc of 
the water was obtained, in which the relative abundance of H*: H'= 
1.5:100. 


m. 

From this stage onwards the hydrogen evolved during electrolysis 
contains an appreciable amount of H* and so a device to recover it 
is necessary. A number of useful methods for its recovery have been 
reported by several investigators. The method used in our laboratory 
is that ot H. S. Taylor, H. Eyring and A. A. Frost.’ 5 The whole 
arrangement is shown in Fig. 2. A is the electrolytic cell. A portion 
of the cell which contains the electrolyte is a glass tube, 17 cm in 
inner diameter and 30 cm in length. Its lower end is connected with 
a stop-cock and its upper with a glass tube of a larger diameter 
having a branch tube for introducing the electrolyte. This glass tube - 
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is connected by sealing-wax with a brass tube having a nickel plate, 
1.4 cm in breadth, 29 cm in length and 0.5 mm in thickness. This 
brass tube is connected with a glass tube having a nickel plate of 
the same size. These two nickel plates serve as the electrodes and, 
to separate them, four pieces of glass tube of 3 mm in diameter and 
1.2 cm in length are fastened to one of the electrodes by nickel wire. 
Into the lower portion of the cell where cooling is insufficient, a piece 
of glass rod is inserted. The electrolyte was 0.5 molal solution, and 
electrolysed with a current of 4 amperes. By using this cell 60 cc 
of the electrolyte was reduced to 8ce. 

The mixture of hydrogen and oxygen produced by electrolysis 
passes through a spray-trap B, a mercury-bubbler D having an obst- 
raction of 1 cm mercury height and a T-tube E immersed in mercury 
to form a safety valve, and finally flows out through a capillary 
nozzle F where it flames. The water formed by the combustion is 
condensed in a Liebig condenser and collected in a flask H. For the 
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satisfactory operation of the above procedure, as already pointed out 
by H. S. Taylor, H. Eyring and A. A. Frost, it is very important 
to use a capillary nozzle of size adjusted in a favourable proportion 
to the rate of evolution of gases by electrolysis. This adjustment 
was done in the following way. A piece of glass capillary tube, 0.5 
mm in inner diameter and about 7 cm in length, is drawn out at 
one end to form a finer nozzle. This capillary nozzle is tested with 
a current of 4 amperes. If the difference of the pressures within and 
without the apparatus is considerably higher than 5 cm mercury 

c 

height, small portion of the capillary tube is /8ut off at the end so 
that their difference may reach about 5 cm mercury height. Then 
this capillary nozzle is brought close to a red hot nicrome wire to 
ignite the mixed gas. The gas bums in a flame of 1.5-2 mm long. 
In this condition the gas bums well for several days. If the difference 
of the pressures is far smaller, there is the danger of the flame 
burning back into the apparatus when the gas is ignited. In this way 
about 120 cc of the distilled water was reduced to about 20 cc by 
using two sets of the above arrangements. The water thus obtained 
contains H 2 amounting nearly to 6% of the hydrogen. 


IV. 


With this water the 0.5 molal solution of NaOH was made. It 
was introduced into a cell of 25 cc capacity of the type similar to 
that mentioned above and reduced to the quantity of about 2cc by 
the electrolysis with“jrcurrent of 1.5-2 amperes. The arrangement 
of recovering H s was the same as above except that the capillary 
nozzle was made finer than before in order to keep the difference of 
the pressures within and without the apparatus at 5 cm mercury 
height. The distilled water thus obtained contains H 2 nearly amount¬ 
ing to 35% of the hydrogen. In the actual operation, the recovered 
water being utilized, a little more than 2cc of such heavy water 
was obtained in the course of a week. Taking 6 cc and 10 cc of the 
heavy water under consideration respectively, and reducing each to 
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2cc by electrolysis, the heavy water of 70# H* and that of 90# H* 
were obtained in each case. 

Lastly we state that the relative abundance of H* to H' of the 
heavy water in each stage was examined by the density measurement 
and the refractive index measurement 4 ^ by a Rayleigh interference 
refractmeter. 

The writer wishes to express his hearty thanks to Prof. B. 
Arakatsu for his encouragement given in carrying out this work, 
and also to The Foundation for the Promotion of Scientific and 
Industrial Research of Japan for the grant of the expence required 
for the experiments. 
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tfBER FLACHEN UND KURVEN (XI): 

Zur relativen und natiirlichen Geometrie 
Soji Matsumura 

(Accepted for publication, March 14, 1935) 


(i) 

Zeichnet man nun die Kurvenlange s der konvexen Parellelkurve £ 
einer gegebenen konvexen geschlossenen Kurve £ so, doss s und s einander 
entsprechen, so ergibt sich die Relation: 

(1) ^=i+-, 
as r 

wo h eine gewisse Konstante, r den Kriimmungsradius der Kurve im 
Kurvenpunkte s bedeutet (1) 

So ergibt sich (2) 

(2) f=P-l + i, 

as r 

wo p der .-Kriimmungsradius" von £ beziiglich £ ist. 

Fur den R.-ScheiteV ' entsteht: 

9 = 0 , 

d.h. / = 0. 

Fur den „R.-Kreis“ folgt 

r = const. 

Fur den R.-Umfang gilt 

H( i+ *y s - 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Unov. Formosa. Vol. XV, No. 5, 
July, 1935.] 

(1) Kubota, T.: Uber die Schwerpunkte der konvexen geschlossenen Kurven und 
Flachen, Tohoku Math. Journ. Vol. 14, p. 20. 

WolkenHAUER, W.: Zur Theorie der Parallelkurven, Inaugural-Dissertation, 
Jena, (1874). 

(2) S0S8, W.: Zur relativen Differentialgeometrie (I), Jap. Journ. of Math. Vol. 4 
(1927) p. 57. 
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( 2 ) 

Soil der Abstand der beiden parallelen Ebenerkurven = ±c sein, so 
ist nun nachzuweisen, dass 

(1) p'-p=±C 

isa, wo p', p Kriimmungsradien der beiden Kurven (1) 2 sind. 

Aus (1) ergibt sich 

1_<*P 

3 ds 3 ds 

d.h. tan <p' = tan (p , 

so folgt der 

Satz: Wenti zwei Kurven zueinatider parallel sind, so sind Affine - 
normalen in den entsprechenden Punk ten zueinatider parallel. 


(3) 

In dieser ote vergleiche ich die drei Arbeiten von Tsvji (2 \ Frege (3) 
und Suss (4) und setze dadurch die Fundamentalformeln uber relative Dif- 
ferentialgeometrie in eine etwa modifizierte Form. 

p, q, p, r, u.s.w. sollen die gleiche Bedeutung haben wie die in der 
Arbeit von Suss. 

Setzen wir 

<P = V i + i <P2, 
p = pi 4- i p2, 

q = qi + i q 2 , 

wo (pi , (f 2 , pi, p 2 , qi, q 2 , ... rell und V 1 — i ist. 

So folgt 

(1) Vergl. Matsumura, S.: t)ber einen affingeo. Satz und die Deviation ebener 
Kurven, Tohoku Math. Journ. 36 (1933) p. 189. 

(2) Tsuji, M.: On Imaginary Elements in Geometry, Nippon Sugaku-Buturi-gakkai 
Kiji, Vol. 4 (1922) p. 194. 

(3) Frege, G.: t)ber eine geometri*ch£ DarsteUung der imaginaren Gebilde in der 
Ebene, Inaugural-Dissertation der philosophischen Facultat zu Gottingen, Jena, (1873). 

(4) SCss, W.: Zur relativen Differentialgeometrie (I), Japanese Journ. of Math. 
Vol. 4 (1927) p. 57. 
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r __ P\ J r t p2 ^ 

gi±iq2 

p= IiM+JjiM 

pi (e) 4- i p 2 (f) 

Fiir R.-Kreise ist p konstant. 

Fiir den Kurvenpunkt, in welchem der „R .-Krutnmungsradius“ einen 
stationaren Wert besitzt O' = 0), sei „R.-ScheiteV\ 

Fiir den geometrischen Flacheninhalt /($) erhalt man 

27 0) =(j) rds =(j) rp dcr , 

wahrend der „ Eic hum fang“ 

2*=j)d<r= 2/(c) 

wird. 



(4) 

f> q> F. q> u.s.w. sollen die gleiche Bedcutung haben wie die in ciner 
meiner Arbeiten. (1) 

Dann definieren wir als 
Eilinie als Eichkurve die 

,, Relativ-Breite 4 der Eilinie £ beziiglich der 

(1) 

So wird 

q+q 

(2) 

^]bd<r=2S 

und 


(3) 

II 

is) 

fiir jeden Anfang der Integration nach <r oder (f. 

So folgt 

(4) 



und hat man dieselben Satzc in meiner oben erwahnten Arbeit* 1 


(1) Naka JIMA. S.: t ber die Relativ-Breite von Eibereichen, Jap. Journ. of Math. 
Vol. VI (1929) p. 27. 
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Fiir Eiflachen kann man das oben erwahnte ebenso verallgemeinem. 
Definieren wir „R.-Abstand zwischen zwei Beriihrun gsfunk ten von farallelen 
Tan gen ten“ als 

(5) ( P + Pf +( P '+ P ')\ 

(<?+ 9) 2 + (4 + fo 2 

so folgt der (2) 

Satz: Wenn „R.-A bstand zwischen zwei Beruhrungsfunkten von 
farallelen Tangenteri* konstant ist, so folgt „R-Breite u ouch konstant uni 
umgekehrt, wenn R.-Breite konstant ist, also ist R.-Abstand zwischen zwei 
Tan gen ten auch konstant . 

Dieser Beweis wird mit der gleichen Methode gefiihrt, wie ich in 
meiner Arbeit (8) benutze. 

Definieren wir „R.-Winkel zzvischen einer Strecke zweiter Beriihrun gs- 
futikte von zwei farallelen T an gent en (( und der Tangnete mit 

f’ (O') 4- f f (0 4- 7i) I q'(0) 4- q f (0 j- n ) 
f (0) "+* f (0 + n) I q (0) + q (0 + n) 

so folgt der folgende verallgemeinerte Satz meiner Arbeit (4) . 

Satz: Wenn „R .-Winkel in einer Strecke zweiter Beriihrun gsfunkte 
von zwei farallelen Tdngenten „konstant ist, so sind unsere Kurven die 
R .-Rons tan tcnbreitenkurven. 

Mit der gleichen Methode kann man die Satze in meiner Arbeit (5) 
verallgemeinem. 


(5) 

Hier mochten wir die Herstellung von BERTRAND-Kurven mitteilen. 

Wie man weisz, gibt es zu einer Raumkurve i dann und nur dann eine 
zweite, mit der sie ein Paar assoziierte Bertrandkurven bildet, wenn zwischen 
ihrer Kriimmung 1/p und ihrer Windung 1/t eine lineare inhomogene 
Gleichung giiltig ist: 

<*) 4+£_i. 

p 1 

(2) Nakajima, S.: On some Characteristic Properties of Curves and Surfaces, 

Tohoku Math. Journ. 18 (1920) p. 280 $ 12. * - 

(3) Nakajima, S.: Einige Problem uber konvexe geschlossene Kurven und Flachen, 
Tohoku Math. Journ. 26 (1926) p. 108 $ (II). 

(4) l.c. (2) p. 275 f 2. 

(5) l.c. (2). 
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(Vergl. z.B. Blaschke, Differentialgeometrie I.) 

Ich will hier ein auch bekanntes Herstellungsverfahren fiir Bertrand- 
sche Kurven § aus Raumkurven konstanter Krummung und Kurven kon- 
stanter Windung einfach beweisen. 

(Vergl. Tajima, Toh. Math. Journ. 18, S. 128.) 

Es seien zwei Raumkurven £ und p einander durch parallele Tangenten 
punktweise eineindeutig zugeordnet. 

£ have konstante Kriimmungs: p( £ ) = a = konst.; 
p habe konstante Windung: t(p) = ft = konst.. 

Dann ist nach der Voraussetzung 

(1) S'= 

wo bekanntlich 


( 2 ) 


pfe) _ iM 

p to) * to) 


ist. 

In unserem Fall ist also: 


(2') t fe) p (p) = a • = konst., 

Die Verbindungssehnen entsprechender Punkte teilt man nun in festem 
Verhaltnisse, d.h., man bildet die Linearkombination 

(3) 3 = (l-c)p-f C£, ( c ~ konst.). 

Nach (1) ist dann 


und analog (2) ist also: 


(4) 

Aus (4) folgt 


i 

P 

1=± +c= pM. 

U a 


jf_ £ _ i 1 


also 


(5) 


p( 8) 1 —c + ftc t(j) 1 —c+fic 


ca (l-c)ft _ 

P(») *(») 


9 geniigt daher der Bedingung (*), w.z.b.w.. 
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( 6 ) 

Wir betrachten nus nun £. wo 

( 1 ) £ = ky, (k = konst.) 
so entsteht 

Es ist 

(2) jU= eM = iM. 

p (^) *( 9 ) 

In unserem Falle ist also: 

( 2 ') p (f) • * ( 9 ) = t ( E ) • p ( 9 ). 

Die Verbindungssehnen entsprechender Punkte teilt man nun in festem 
Verhaltnisse, d.h., man bildt die Linearkombination 

(3) & = (1 - c)r) + ci. 

Nach (2) ist dann 

j'=(l -c + kc) T)'= +*)s' 


und analog ( 2 ) ist also 


(4) 


Aus (4) folgt 


1 —c + kc= 


lit) 

T (v) ’ 



P(i) 
p(s)' 


c p(z ) , ilr£) lisl = i 
p (i) * (s) 


(5) geniigt also der Bedingung fur J, wo £, p, j die Raumkurven bedentcn. 


(7) 

Wir betrachten nun die Raumkurven (Schraubenlinien), bei denen 
das Verhaltnis von Kriimmung zu Torsion konstant ist. SeieQ i und 9 zwei 
Raumkurven, die durch parallele Tangenten punktweise einander eindeutig 
zugeordnet sind, so folgt 

(i) * 


£' = 1“ V’ 
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(2) Const. =h = £M=2M. 

p(v ) T (t») 

Also muss 

(3) ft = 1 


sein. 

1st 5 die dritte Kaumkurve, die die Verbindungssehnen entsprechen- 
der Punkte £ und r) in festem Verhaltnisse teilt, so entsteht die Liniarkom- 
bination: 


(4) j = (1 - c)\) + c£, (c = konst.). 
Nach (1), (4) ist dann 

(5) l' = V = £' 
und analog (2) ist also: 

( 6 ) 


1= _ * (*) pft) = p(s) 

* (v ) 9 p(s) *(?)’ 


( 8 ) 


Aus (6) folgt 

(7) »(l):p(»)=l. 

d.h., J muss eine Schraubenlinie sein. 

Im allgemeinen besteht 

iM - iM = T (s). 

pfa) p(y) p(a) ’ 

Wenn f>(£ ) = const., so 

PlOj^ L U const ., 

*(») 

(9) 

pM-jlj) -1. 

lp(t))’t(*) 

Aus (8) ergibt sich ll> : 

no) T (str fjgl - *( v)-p(v) _ * (a)-p( a) 

V pfc) “ p(9) P(S> ' 


(ID 


tan //(£) = tan //(p) = tan ($). 


(1) Vergl. Salkowski, E. : Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Kriimmung, 
Leipzig und Berlin, (1914) S. 30. * 
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Nach LANCRETscher Gleichung folgt: 


( 12 ) 


1 1 1 

r!M - 

i i i ’ 


t2 (e) » 2 (?) » 2 (§) 

wo H der Winkel der rektifizierenden Gerade mit der Tangente ist. (1) 
Wenn 


-( 

ds\ 


(fS)-* 


so 


—(lisl') = o, £(p®\ = 0 . 

ds\t( v )J ’ ds\t(i)J 


Also ergibt sich der (2) 

Satz: 1st £ allgemeuic Schraubenlinie, so stnd p und l auch dieselbe 
Kurven. 

N.B. Wenn 


E' = A* V> a *(t) = S P (e) 

bestehen, so ist auch f3) 


ar(y) ==s p (p) 


( 8 ) 

£ und pseien zwei Linien in R %, die durch parallele Tangenten punkt- 
weise eindeutig einander zugeordnet, so folgt 


(1) 

= Ar,' 

(2) 

II 

■ s 

p(y) 


wo p Kriimmungsradius ist. 

Ist $ dritte Eilinie, die die Verbindungssehnen entsprechender Punkte 
£ und p in festem Verhaltnisse teilt, so folgt 

(3) $ = (1 — c )y + c$, (c = const.). 

Aus (3) folgt 

(2) l£. (l) *S. 18. 

(3) Kubota, T. : Differentialgeometrie (I), Iwanami-koza, p. 21. 
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(4) »'=(1—dp' + ^S' 

= (1 -c + cX) + «^ E '. 


Aus (4), analog (2), ergibt sich: 


(5) 


P(i) 

p(v) 


= 1 — c + c X, 


p(b) = \-c 

p(s) * 




so folgt der 

Satz: £, i) seien zwei Eilinien in Rz. Teilt man die V erbindungs- 
sehnen £ und X) in l in festem Verhaltnisse , so ist in entsphechenden Punk ten 
das Verhaltnis von Kriimmungsradien zwischcn fa 9 bezuK fa £ konstant, 
d.h., der R.-Kriimmun gsradius ist konstant. 


(9) 

Hicr mochte ich eine Bemerkung ubcr meine Arbeit (1) mittcillen. 
Setzen wir 

Ei = E, Fi=zk f Gi = G 
in Eisenharts Arbeit (2) 3 * , so entsteht 

A'i = K, 

also folgt der 

Satz: £ und £1 seien zioei konvexe Flachen, dcren Punktc eindeutig 
dttrch par allele und gleichgerichtetc F lac h en norm ale n einander zugeordnet 
sind . 

Fur jede Wahl von gemeinsamen F lei chenparante tern u, v seien die 
ersten Fundamentalgrossen in zugeordneten Punkten einander gleich: 

Ei = E, Fi = F, Gi = G. 

Dann sind die beiden Flachen in Gausskrummungen einander gleich. 
Oder aus Christoffels Satz (8) kann man den oberen Satz beweisen. (8) 


(1) NakaJima, S.: Cber die ersten Fundamentalgrossen bei Eiflachen, Jap. Journ. of 
Math. Vol. 4 (1927) p. 101. 

(2) Eisenhart, L, P.: Associate Surfaces, Math. Ann. Bd. 62 (1906) S. 506. 

(3) Bianchi, Lezioni sula Teoria die Gruppi Continui die Transformazioni II. Bolon^, 

(1918) p. 11. 
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( 10 ) 

Nehmen wir Radiusvektoren r, s anstatt Stutzfunktionen f, q in 
Suss ,<4) Arbeit, so kann man ahnliche Resultate wie in Suss' Arbeit <4) 
erhalten. 


(ID 

Wir nennen £ = £(s), £ = £(s) ein Paar der konjugierten affinen 
Bertrand-Kurven, wenn 

( 1 ) £(*) = £ + ?£". £"=<*£'' 

sind, (1) wo die Parameter ihre Affinlange sind. 

£,£ seien mit parallen Tangenten eineindeutig punktweise einander 
zugeordnet, so folgt 

( 2 ) ?=*£' 

Aus (2) ergibt sich 

(3) s"=A's'+ 

so folgt nach (1) 

(4) A = «, V=0, 

(1), (2) lauten also: 

£ = £+ PZ"> ?'=«£"> ? = a s', (a = const.), 
so bestehen (1) 


p(i) _ t(g) 

pis) *(s) 


= const., 


— = const. 
as 


(4) Sflss, W.: Zur relativen Differentialgeometrie (I), Jap. Joam. of Math. Vol. IV 
(1927) p, SJf 

(1) Ooiwa&a, S.i Obcr affine Bertrand-Kurven, Jap. Joum. of Math. Vol. 4 (1927) 
p. 93. 
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On the Emission Band Spectrum of 
the OD Molecule 

(With Plate I) 

Yoritsune Ota 

(Accepted for publication. May 16, 1935.) 

Abstract 

Passing the electric discharge through water vapour containing the 
deuterium amounting 65% of the hydrogen isotopes, photographs of the 
(0, 0) OD band of the 2 2 *-* 2 Il transition were taken by a large quartz 
prism spectrograph. From the relative intensity of lines in each of P,, P,, 
Q, and Q, branches, the nature of the abnormal rotation of the excited 
OD molecule was considered. 


Introduction 

According to Bonhoeffer and Pearson 15 the (0,0) OH band of 
the *-+*// transition, when it was obtained by passing the electric 
discharge through water vapour, is considered to be excited mainly 
in one process of simultaneous dissociation of the OH, and excitation 
of the OH. The intensity distribution in each branch is quite peculiar. 
That is, lines corresponding to transitions from levels of very high 
rotational energy are emitted very strongly although experiments are 
performed at approximately room temperature. Such phenomenon is 
not expricable with the relative number of molecules in these levels 
expected from the thermal distribution. OlDenberg* 5 gave an ex¬ 
planation of it as follows: During the process of simultaneous dis¬ 
sociation of the OH, and excitation of the OH, the H atom when 
flying away produces very probably some rotation of the remaining 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV, 
8, June, 1935.] 
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OH molecule as the atoms in the normal OH, molecule form an angle 
of 105°. 

The author has made an investigation on the corresponding band 
of the OD molecule to know the nature of the above phenomenon in 
detail. 


Experimental. 

The band spectrum of the OD molecule has been obtained and 
analyzed by Johnston and Dawson' 5 and Show and Gibbs 45 , but de¬ 
tails of the experimental material, such as wave-lengths of lines And 
so forth, have not been published. Therefore in the present investi¬ 
gation the results obtained by the author are used. 

The spectrograph was a large quartz prism spectrograph of the 
Littrow mounting, its optical train consisting of one quartz lens of 

7.5 cm aperture and 300 cm focal length and one 30" quartz prism of 

9.5 cm x 5.6 cm face made by Hilger & Co. The dispersion was 3.07 
A/mm at A 3040 A and 3.76 Atom at A 3260 A. The arrangements 
for exciting the spectrum were similar to those employed by Jack' 5 . 
A small bulb containing heavy water was connected by a capillary 
tube to one end of a discharge tube of 1cm in diameter provided 
with a quartz window. The other end was connected through glass 
tube to a Cenco Hyvac pump. The heavy water contained the deute¬ 
rium amounting 65% of the hydrogen isotopes, being produced in this 
laboratory by the method reported by the author.’ 5 The water vapour 
was excited by means of the discharge from a 30 kilovolts transfor¬ 
mer, the vapour pressure in the discharge tube being kept at a few 
tenths mm. The current density was about 30 miliamperes. The 
photographic plate used was Agfa Isochromatic Plate 2700 H. & D. 
and fine photographs of the (0,0) band of the OD molecule were ob¬ 
tained in 30 minutes. The photographs were shown in Plate I, to¬ 
gether with that of ordinary water. 

In determining the wave-lengths of lines the arc spectra of iron 
and nickel were used as the comparison spectra, and positions of lines 
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were measured by a comparator made by Hilger & Co., its accuracy 
being 1/1000 mm. 

As the band now under consideration involves the electronic transi¬ 
tion *S + -»*/7, the principal branches are P„ P 3 , Q,, Q ? , R, and R* 
and the intensity relations among them are Q>P>R and Q 1 >Q J , 
P,>P S , Ri<R». After several trials lines constructing these six 
branches and a BR R branch could be classified. To determine the 
values of quantum numbers K' and K" of these lines the wave-num¬ 
bers of first few lines of these branches were calculated by following 
formula, which were derived from the data of the OH molecule, 

v (K', K') =32681.1 +1146.2 + 9.049 K'( K'+1) 

- {1348.8+9.946 [(K"+1) 2 -1-J V4(K" +1/+255.4]} 

(for P,, Q,, R, and K,l R branches) 

v (*', K" )=32681.1 +1146.2 + 9.049 K'(K'+1) 

- {1348.8 + 9.946 1 K" 1 -1 + \ V 4 K"*+255.4]} 

(for P,, Q 3 and R. branches) 

and the calculated values were compared with the observed ones. In 
this way the values of the quantum numbers of lines in P : , P 2 , Q, 
and Q, branches could be definitely determined. But in case of R,, 
R. and KU R branches the ordinary method was needed as their band 
heads were formed at lines of relatively large values of K and there 
were two or more lines unresolved. In the present investigation the 
Pj , Pj, Q, and Q 3 branches were examined to study the nature of the 
abnormal molecular rotation. In Table I the results obtained were 
given, and in Plate I positions of lines together with their K" values 
were shown. In the table, when they were purely lines of the OD 
molecule they were marked by A, and when- they were covered by 
lines of the OH molecule marked by B. The wave-lengths and in¬ 
tensities of those OH lines were the values of Grebe and Holtz/ J 
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Table I 


Qi branch 


K' 

K" 

) (LA.) 

v vac. (cm* 1 ) 

1 

1 

3071.57 

3254721 

2 

2 

3072.55 

32536.83 

3 

3 

3073.56 

32526.14 

4 

4 

3074.67 

32514.40 

5 

5 

3075.83 

32502.14 

6 

6 

3077.15 

32488.19 

7 

7 

3078.36 

32475.42 

8 

8 

3080.07 

32457.40 

9 

9 

3031.73 

32439.92 

10 

10 

3083.53 

32420.98 , 

11 

11 

3085.48 

32400.38 * 

12 

12 

3087.55 

32378.66 i 

| 

13 

13 

3089.73 

32355.92 

14 

14 

3092.14 

32330.70 

15 

15 

3094.74 

32303.55 

16 

16 

3097.48 

32274.97 

17 

17 

3100.36 

32244.99 

18 

18 

3103.47 

32212.68 

19 

19 

3106.73 

32178-88 

20 

20 

3109.99 

32145.14 

21 

21 

3113.74 

32106.43 

22 

22 

3117.56 

32067.10 

23 

23 

3121.55 

32026.11 

24 

24 

3125.73 

31933.29 

25 

25 

3130.15 

31938.12 

26 

26 

3134.76 

31891.16 

27 

27 

3139.62 

31841.79 

28 

28 

3144.69 

31790.46 


Av 


OH lines 


10.38 

10.69 

11.74 

122,6 

13.95 
12.77 
18.02 
17.48 
18.94 
20.60 
21.72 

22.74 
25.22 
27.15 
28.58 

29.98 
32.31 
33.80 

33.74 
38.71 

39.33 

40.99 

42.82 
45.17 

46.96 
49.37 

51.33 

52.83 


A 

A 

A 

A 

A 

A 

B 

A(B) 

B 

A 

A 

A 

B 

A 

B 

A 

A 

B 

(A)B 

B 

A 

A 

A 

A 

B 

A 

A 

A 


> (LA.) 

Int. 

, 




3078.430 

3079.962 

3081.638 


3 

3 

2 


3089.720 

3094.601 


3103.338 

3106.534 

3110.212 


3 


3 


2 

3 

2 


3130.241 


3 


i 
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Qi branch ( Continued ) 


! 

K' 

K" 

» (I. A.) 

v vac. (cm” 1 ) 

Av 


OH lines 


> (I.A.) 

Int. 




29 

29 

3149.93 | 

31737.58 

55.22 

B 

f 3149.851 

1 3150.040 

1 

1 

30 

30 

3155.42 

31682.36 

56.82 

A 



31 

31 

3161.09 

31625.53 

60.41 

A 


! 

32 

32 

3167.14 

31565.12 

62.36 

B 

3167.154 

2 

i 1 

33 

33 

3173.41 

31502.76 

65.58 

A 

I 

j 

34 

34 

3179.87 

31437.18 

65.20 

A 



35 

35 

3186.64 

31371.98 

68.15 

A 



36 

36 

3193.66 

31303.83 

72.20 

A 



37 

37 

3200.96 

31231.63 

74.75 

B 

3200.944 

2 

38 

38 

3208.64 

31156.88 

76.42 

A 



39 

39 

3216.53 

31080.46 

79.61 

A 



40 

40 

3224.79 

31000.85 

82.17 

A 



41 

41 

3233.36 

30918.68 


A 




Qi branch 


K' 

K" 

1 

) (I. A.) 

i 

v vac. (cm” 1 ) 

Av 


OH lines 



> (LA.) 

Int. 





1 

i i 

3083.98 

32416.46 

-4.52 

B 

3084.035 

1 

2 

2 

1 

3063.53 

32420.98 

-1.05 

A 



3 

3 

3083.43 

32422.03 

1.05 

B 1 

3083362 

3 

4 

4 

3083.53 

32420.98 

2.52 

A 



5 

5 

3083.77 

32418.46 

5.89 

A ! 



6 

6 

3084.33 

32412.57 

i 

8.41 

A 

l 



7 

7 

3085.13 

32404.16 

10.37 

B 

1 

3085.182 

3 

8 

8 

3086.12 

32393.79 

i 

12.72 

B 1 

3086.224 

1 

9 

9 

3087.33 

32381.07 

1438 

B | 

3087.326 

3 

10 

10 

3088.75 

32366.19 


A 



11 

11 

309038 

32349.12 

1Z07 

18.42 , 

B ! 

( 3090375 - 
1 3090363 

1 

z 
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Q 2 branch 


(CoHtiumd) 


K' 

K" 




1 

12 

12 

3092.14 

32330.70 

20.79 

A 

13 

13 

3094.13 

32309.91 

22.74 

A 

14 

14 

3096.31 

32287.17 

24.18 

B 

15 

15 

3098.63 

32262.99 

26.73 

B 

16 

16 

3101.20 

3223636 

28.46 

B 

17 

17 

3103.94 

32207.80 

30.89 

A 

18 

18 

3106.92 

32176.91 

31.77 

A 

19 

19 

3109.99 

32145.14 

3437 

A 

20 

20 

3113.32 

32110.77 

36.16 

B 

21 

21 

311633 

32074.61 

38.13 

A 

22 

22 

3120.54 

32036.48 

40.19 

B 

23 

23 

3124.46 

3199639 

41.83 

A 

24 

24 

3128.56 

31954.46 

44.47 

B 

25 

25 

3132.91 

31909.99 

46.48 

A 

26 

26 

3137.48 

31863.51 

48.67 

A 

27 

27 

314238 

3181434 

50.34 

A 

28 

28 

314737 

31764.50 

53.10 

B 

29 

29 

3152.53 

31711.40 

54.12 

B 

30 

30 

3157.92 

3165738 

56.94 

A 

31 

31 

3163.61 

31600.34 

59.62 

A 

32 

32 

316939 

31540.72 

6137 

B 

33 

33 

3175.77 

3147935 

63.90 

A 

34 

34 

318233 

31415.45 

66.79 

A 

35 

35 

3189.01 

31348.66 

68.66 

A 

36 

36 

3196.01 

31280.00 

71.09 

A 

37 

37 

320339 

31208.91 

7231 

A 

38 

38 

3210.73 

31136.60 


B 


OH lines 


> (LA.) Int 


3096.337 


3101220 


3113.352 

3120.596 

3128.491 


3 

1 

1 


3147256 1 

3152.437 1 


3169.590 


3 


3210.706 1 
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Pi branch 


K' 

K" 

> (I. A.) 

v vac. icm" 1 ) 

Av 


OH lines 


> (LA.) 

Int 




0 

1 

307328 

32529.10 

27.91 

A 



l 

2 

3075.92 

32501.19 

29.46 

A 



2 

3 

3078.71 

32471.73 

29.18 

A 



3 

4 

3081.48 

32442.55 

29.98 

B 

3081.526 

3 

4 

5 

3084.33 

32412.57 


A 

3087.326 

3 

5 

6 

3087.33 

32381.07 

31.50 

31.95 

B 

f 3090275 
i 3090.363 

1 

2 

6 

7 

3090.38 

32349.12 

34.40 

B 

3093.718 

2 

7 

8 

3093.67 

32314.72 

34.95 

B 



8 

9 

3097.02 

32279.77 

36.34 

A 



9 

10 

3100.51 

32243.43 

37.50 

A 



10 

11 

3104.12 

32205.93 

38.43 

A i 

i 



11 

12 

3107.83 

32167.50 

4022 

B 



12 

13 

3111.72 

3212728 

41.45 

A 



13 

14 

3115.74 

32085.83 

42.99 

A 



14 

15 

3119.92 

32042.84 

44.51 

A 



15 

16 

312426 

31998.33 

46.43 

A 

1 


16 

17 

3128.80 

31951.90 

47.00 

B 

3128 762 

1 

17 

18 

3133.41 

31904.90 

49.71 

A 



18 

19 

313820 

31855.19 

50.57 

A 



19 

20 

314329 

31804.62 

52.43 

A 



20 

21 

3148.48 

31752.19 

53.46 

B 

3148.406 

1 

21 

22 

3153.79 

31698.73 

54.98 

A 



22 

23 

3159.27 

31643.75 

57.39 

B 

3159.115 

1 

23 

24 

3165.01 

31586.36 

58.47 

A 



24 

25 

3170.88 

31527.89 

60.13 

- A 



25 

26 

3176.94 

31467.76 

62.08 

A 



26 

27 

318322 

31405.68 

64.00 

A 



27 

28 

28 

3189.72 

31341.68 

65.01 

A 



29 

3196.35 

31276.67 

67.76 

A 

* 


29 

30 

320329 

31203.91 

70.95 

a ; 
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Pi branch {Continued) 


K' 

K" 

) (I. A.) 

v vac. (cm“M 

Av 


OH lines 


> (LA.) 

Int. 




30 

31 

3210.59 I 

31137.96 

68.80 

B 

3210.486 

1 

31 

32 

3217.70 

31069.16 

72.73 

A 



32 

33 

322525 

30996.43 

75.26 

A 



33 j 

34 

3233.10 

30921.17 

76.22 

A 



34 

35 

3241.09 

30844.95 

78.70 

A 



35 

36 

3249.33 

3076625 

81.01 

A 



36 

37 

3257.96 

3068524 

82.95 

A 



37 

38 

3266.79 

30602.29 

85.00 

A 



£8 

39 

3275.89 

30517.29 

86.86 

A 



39 

40 

328524 

30430.43 


A 




Pi branch 


K' 

K" 

> a. a.) 

v vac. (.cm -1 ) 

Av 


OH lines 


> (LA.) | 

Int. 





1 

2 

3086.99 

32384.64 

16.04 

A 



2 

3 

3088.52 

32368.60 


A 



3 

4 

309028 

32349.12 

19.48 

20.93 

B 

f 3090275 
l 3090.362 

1 

2 

4 

5 

3092.38 

32328.19 

23.18 

B 

3092283 

3 

5 

6 

3034.60 

32305.01 

27.43 

B 

3094.601 

3 

6 

7 

3097.23 

3227728 

2728 

A 



7 

8 

3099.85 

32250.30 

30.25 

A 



8 

9 

3102.76 

32220.05 

32.78 

A 



9 

10 

3105.92 

3218727 

33.13 

A 



10 

11 

3109.12 

32154.14 

35.12 

A 



11 

12 

3112.52 

32119.02 

38.44 

A 



12 

13 

3116.25 

3203028 

39.49 

B 

3116278 

2 

13 

14 

3120.09 

32041.09 

39.07 

A 



14 

15 

3123.90 

32002.02 


B 

3123.926 

3 





42.45 


j 
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P t branch ( Continued) 


OH lines 


K' 

K" 

> (I. A.) 

v vac. icm -1 ) 

Av 


> (I. A.) 

Int. 

15 

16 

3128.05 

3195957 

46.42 

B 

3128564 

3 

16 

17 

3132.60 

31913.15 

4659 

A 



17 

18 

3137.15 

3186656 

48.17 

A 



18 

19 

3141.90 

31818.69 

4955 

B 

3141587 

1 

19 

20 

3146.78 

31769.34 

51.30 

A 



20 

21 

3151.87 

31718.04 

52.44 

A 



21 

1 22 

3157.09 

31665.60 

54.37 

B 

3157.093 

3 

22 

23 

3162.52 

3161153 

56.47 

A 



23 

24 

3168.18 

31554.76 

57.95 

A 



24 

25 

3174.01 

3149651 

59.63 

A 



25 

26 

3179.87 

31437.18 

61.68 

A 

i 


26 

27 

3186.28 

31375.50 

62.97 

B 

3186.390 

1 

27 

28 

3192.69 

31312.53 

65.18 

B 

3192.719 

1 

28 

29 1 

3199.35 

31247.35 

66.95 

A 



29 

30 

3206.22 

31180.40 

68.32 

B 

3206527 

1 

30 

31 

3213.26 

31112.08 

71.09 

A 


1 

j 

31 

32 

3220.62 

31040.99 

7153 

A 



32 

33 

3228.09 

30969.16 

74.65 

A 



33 

34 

3235.89 

30894.51 

76.10 

A 



34 

35 

3243.88 

30818.41 

78.93 

A 



35 

36 

3252.21 

30739.48 

80.69 

A 



36 

37 

3260.77 

30858.79 

82.61 

A 



37 

38 

3269.58 

30576.18 

84.76 

A 



38 

39 

3278.67 

30491.42 


A 




As to the intensity distribution within each of the branches a 
noticeable feature was discovered. The intensity reached its maximum 
value within first five lines, then gradually decreased and reached its 
minimum value within lines whose K' values are between 12 and 17. 
Along the following lines the intensity again increased remarkably' 
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and reached its second maximum value within lines whose K' values 
are between 23 and 28, and the strongest lines in each branch were 
found in these lines. Then it began to decrease and the value ofK' 
of the last line observed was 40. 

Next, the intensity distribution in branches of the (0,0) band of 
the OH molecule was examined by using two photographs which were 
obtained by passing the electric discharge through vapour of heavy 
water and ordinary water respectively. In two cases the intensity 
reached its minimum value within lines whose K' values are between 
9 and 11. An interesting phenomenon was that the minimum was 
more distinct in the photographs obtained by using the heavy water 
than in the other. The same intensity distribution was also observed 
in the photograph obtained by the electrodeless ring discharge, where 
the vapour pressure was about a few thousandths mm. 


Discussion of the Results 

As already stated, the (0, 0) band of the OH molecule is con¬ 
sidered to be emitted by the OH molecule in the state produced 
in the process of dissociation of the OHj molecule. This considera¬ 
tion can be applied in our case. From the intensity distribution it 
was known that the relative number of the OD molecule in rotational 
levels in the state has two distinct maxima, the one of them 
being within those levels whose K' values are 2 and 7 and the other 
within those whose K' values are between 23 and 28, and the former 
value of rotational energy is between 18 cm' 1 and 500 cm -1 and the 
latter between 5000 cm -1 and 7300 cm -1 . And that the total amount 
of rotational and vibrational energies in the *S + state belonging to a 
line at which the second increase of the intensity began was about 
4200 cm -1 and the corresponding value in case of the OH molecule 
was nearly equal to the above value. It was also known that the 
total amount of rotational and vibrational energies in the state 
corresponding to the highest rotational level observed was about 16000 
cm -1 in each case of the OH and the OD. 
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Lastly, about the intimate relationship between the abnormal rota¬ 
tion of the OH molecule in the *£ + state and the absorption spectra 
of the OH, molecule in the extreme ultraviolet is mentioned. Rathenau ,) 
made an investigation on the continuous absorption band with the long 
wave limit at ^ 1340.5 A (9.2 volts), and came to the conclusion that 
by such absorption the OH, molecule in the normal state was excited 
to a state of a repulsive potential curve and then along this curve it 
dissociated to the OH molecule in the *2" state and the normal H 
atom. He also found that beside the continuous band stated there 
were a large number of discrete bands and in some of them the phe¬ 
nomena of predissociation were observed. Therefore he came to the 
conclusion that there was an excited bound state beside the repulsive 
curve and these two potential curves crossed each other, though he 
could not determine the positions of these points. Then the effective 
probability of transition from the normal state of the OH, to each 
point along the repulsive curve is to have appreciable effects due to 
the exsistence of the excited bound state. These considerations are 
also applicable in the excitation by the electron collision. 

Similar phenomena are expected in case of the HOD and OD,. 
At present the author could not reach a definite interpretation of the 
abnormal intensity distribution observed, but is of the opinion that it 
is explicable in the way stated above. 
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Uber Flachen und Kurven (XII): 

Uber zwei Flachen, die zueinander eine Beziehung haben 

Soji Matsumura 

(Accepted for publication, May 16, 1935. 


Im folgenden mOchten wir 


(A) 


dudv 



(l=x, y, z) 


erklaren. (l> 


(I) 


Kann man in 


(1) 


__1 <HogN 
^ 2 

1 _ 1 31ogN 
A 2 <>u 


N finden, so geht (A) uber in 


( 2 ) 


du 




0 . 


Es existieren daher drei Funktionen X, Y, Z, welche den Gleichun- 
gen 

( x„=NX„, ,y„=NY„, 2„=NZ h , 

(3) 

(—x r =NX,, -,y t =NY., — z,=NZ, 

geniigen. 


(1) NAKAJ1MA, S.: t)ber zwei Flachen, welche zueinander eine Beziehung haben, 
Tohoku Math. Journ. Vol. 30 (1928' p. 142. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV. 
No. 9. June, 1935.] 
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Die Flache 3£, welche von den Punkten X, Y, Z gebildet wird, ist 
offenbar durch parallele Normalen auf £ bezogen, allerdings in spe- 
zieller Weise. 

Wir betrachten daher zunachst den allgemeinen Fall, wo zwei 
Flachen j und 3£, deren rechtwinklige Koordinaten dutch kleine und 
grosse Buchstaben von einander unterschieden werden sollen, uber- 
haupt durch parallele Normalen auf einander bezogen sind. 

Es ist dann 

(l u =ax u + ^Xv 

(4) 1 

(• &iX u 4 " PiXv • 

(4) wird gefuhrt in 

( 1 k ' = ^ 1 Xu , 

(5) 

Aus (3) kann man 


( 6 ) 


tfS= }„ [Edu* - 2 F du dv+ G dtf], 
I 1ST 

I 

(fs=Eyu 2 +2Fdudv + Gdif 


erhalten, wo dS, ds lineare Elemente von £ und x bedeuten. 

Und zugleich findet zwischen den Krummungsradien R, r der 
Koordinatenlinien u, v in entsprechenden Punkten die Beziehung 

71 R= N r 

statt. 

Fur den Torsionsradius T, t der Kurve u besteht 

1 _ 1 
T Nr ’ 


und dieselbe Beziehung findet auch fur die kurve v statt. 05 


(1) VOSS, A.: Znt Krdnunung der Flachen, Math. Ann. 39 (1891) S. 228. 
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(II) 

Wir betrachten nun zwei Laplaces Transformationen j, und j_, 
von s, so folgt 

(s.=s+ x +s>» 

(1) j 

1st E, eine Kugel und jc_, eine nicht auf ihm gelegene Flache, 
so ist 

(2) l)=2'j+A S „, s+ * s„)|j + 

=2j(EE) + ^(ESj+ X (») + -** (S-fc)j 
x |?+ * 6-j - (E+ h») 

die zu E-j in bezug auf die Kugel j, inverse Flache. 

Wenn e. ij die Kugeln sind, so folgt 

d. h. A 5 E=0 

(3) A=0 

Oder 

( 4 ) E=0. 


(HI) 

Man kann 

( 1 ) (SSi)=]«P.( “ + J-®)}{f»C) + 1 (St-)J 

beweisen, wo 

(2) “ + ° 


sind. 
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Wenn (ss) = ( js^=l, so folgt aus (1) 

>-«*(-: + f’> 

so ergibt sich 

Satz : 1st s eine Kugel und j, jc, einander beriihren, so mussen s 
und i zusammenfallen. 


(IV) 

1st j die Voss-Flache, co so muss (A) mit 

(1) -3_ + _S_.|t- + ». »L_o 

°u°v sm w *u sinw 

zusammenfallen, woraus folgt 

(2 ) a — w ' . 

A sin w ’ A sin w ' 

Aus (2) ergibt sich 

< 3 > 1 f*4T d “- 

(3) ist die Bedingung dafiir, dasz j: die Voss-Flache ist. 


(V) 

Wenn eine Flache von Halbparalleleabbildung ist, (J) so folgt 

Hat j gleiche Invarianten, so gilt 

(2) * l°g/E -=0, 


(1/ DlLLER, J. B.: t)ber die den ENNEPERSCHEN Flachen konstanten negativen 
Krummungsmaszes entsprechenden Voss-Flkchen, Wurzburg. 

(2) SLOTNIK, M. M.: Semi-parallel transformations of lines of curvature, Annals 
of Math. 30 (1929) p. 188. 
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d. h. ( 3 ) E=U+V, wo U=/(«), V=:{v). 

Die Gleichungen 05 von N.i und N, sind 
( 4 ) 

bzw. ( 5 ) . e, wo o k =™ 

ov ok 

Aus (5) folgt 

( 6 ) «?,(? 1 )=((9 l 6» e )-2 d l0 * l7 Jl/*. (60). 

ov [ Ov ) 

Sind j und N, die Kugeln, so folgt 

(?) i=g+{ " ! °*; /E -5’ 

Setzen wir e'=-|-, so folgt 

A 


( 8 ) 


_ f 3 log VE 




dv 


3 log ^ 
3# 

3 log ^ 
du 


• (i)». 


Aus (8) kann man wissen, dass s' gleiche Invarianten hat, wenn 
X. gleiche Invarianten besitzt. 

Die Laplace-Transformation von j ist. 


(9) 


r'-v'- ( ^lOgv'E _ 

S, “ 5 r Z V - 




»5l 
3r ' 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die Tan- 
genten zu «=const. auf j Ribaucours Kongruenzen bilden, ist die 


( 10 ) 


3* log V_ E _ A 
3#3t/ 


(1) ElSENHART: Transformations of Surfaces, Princeton (1923) p. 81. 
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d.h. (11) E=U + V. 

(VI) 

Es sei Z ein beliebiges Integral der partiellen Differentialgleichung 

(i) c«+ J-c-+ + -j :.=o. 


Femer setze man 



Dann laszt sich leicht versuchen, dasz erstens c und r t dem System 
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung 

(3) j 

{-K dv \ 

_ -K {-J 1 *}J 1 
~H-WJ 

genugen, wenn Z ein Integral von (1) ist. 1st zweitens umgekehrt 
das Funklionenpaar 6, y eine Losung des Systems (3), so ist 

( 4 ) Z=^[exp. j-j ~dv | |dw+?[e#. |-j 

ein vom Wege unabhangiges Integral und liefert eine Losung von (1 ). 
Es ist nun bekannt, dasz der Vektor 



eine Bildflache F von Z liefert, 05 wo Z ein Integral der Differential- 


(1) VgL etwa DARBOUX, Thfiorie generate des surfaces 1, 2. Aufl., S. 292-294. 
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gleichung (1) ist, und £ und y sich aus den Formeln (2) ergeben. 

Bezeichnen X, Y, Z laufende Koordinaten, so liefert die Ebenen- 
gleichung 

uX+vY+wZ=C 

die Tangentialebene an die Flache F im Punkt j; d.h. 
u:v:w : —C 

sind die tangentiellen Koordinaten der Flache F. 

C=const. 

ist eine triviale Losung von (1). Sie liefert als Bildflache F eine 
Kugel mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. 

Andere triviale Ldsungen voa (1) sind 
C =au + bv + cw = all, 

wo a = (a. b, c) einen von u und v unabhangigen Vektor bezeichnet. 
In diesem Fall entartet F zu einem Punkt, und aus >5) ergibt 


(VII) 


Wenn zwischen n linear unabhangigen Integralen z,, •••?,, .. 
z„ einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


( 1 ) 


F=—°' z + a djg . 1 dz _ Q 

I “bu 1 % 


eine quadratische Beziehung besteht, die in der folgenden Normalform 
angenommen werden soli: 

(2) ±<zl =1 

1 

und aus der durch das Differentiieren die beiden Gleichunger 



200 


SdjI MATSUMURA 


folgen, so besteht zwischen den z„ auszerdem noch die Gleichung 


(2b) 


n 


3 2 ,. dz,, 
dv 


=0. 


Durch Multiplikation der v Gleichun-gen (1) mit z„ und darauf- 
folgende Addition erhalt man namlich 


—o, 

i o u dv 


und anderseits ergibt sich durch Differentiation der ersten Gleichung 
(2a) nach v : 


n 




Vz, 8*. 3z, 

du i 3 m 3y 


0, 


womit das Bestehen der Gleichung (26) bewiesen wird. 

So folgt der 

Satz : Wenn z in (1) eine Kugel ist, so muss unsere Kurvenschar 
senkrecht sein. 

Bricht die Reihe mit Ei=0 ab, so ist das allgemeine Integral dieser 
Gleichung 05 

( 3 ) z.=p(u, v) [U(u)+W(v)0(u,v)dv] 

wo p(u,v) und /J ( m, v ) bestimmte Funktionen von u und v, und <P(v) 
dagegen willkiirliche Funktionen von u, bzw. v allein sind. Weiter 
kann man untersuchen wie in Lagallys Arbeit, 05 


(VIII) 

Betrachten wir die Flachen j in 



(1^ LAGALLY, M.: Beitra? zur LAPLACEachen CASCADanmethode Math. Ann. 

80 (1921) S. 42. . 

(2) 1. c. (1). 



UEBER FLACHEN UND KURVEN (XIl) 


201 


so erhalt die Parameterkriimmung — den Ausdruck: (I) 


( 2 ) 


“t i( - rKJ d “' +v 'U v (-t)“ 


i/EG - P ( Edu *+2 Fdudv+Gdu *) 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dasz zwei 
Paare von Richtungen (!> 

1 


(3 ) 


1 

P* 


in dieser Abbildung harmonisch getrennt sind, ist die 


(4) 


-D'D 


r_? ( 

_jLir 

u 

l 

I] 

Um 



7' 



(EG-F 2 ) 1 




r 3 ( 

' _ * <• If 

3 ( 

Li)_ 

" \ 

1 

v X f A'J l 

dv 1 

v X ) 



(EG-F/ 





(IX) 


Wenn 



11 

C> 

t — 1 

0, 1 <x> 

in (A), so 

( 108 ( % 

' 1 

> X ’ 

d.h. ( 1 ) 

s=j v exp. j- 

\-^du\dv+lJ. 

Wenn 




(1) Encyklopadie der Math. Wiss. III. 3. S. 180. 

(2) OGURA, K.: On the Theory of Representation of Surfaces, Tohoku Math., 
Journ, Vol. 12 (1917) p. 241. 
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SO cl> 

( 2 ) 

Wenn 

so wird 



JL'Jl 

3p ' A 



S=0(«) [U+V]. 


<t _=_ 3 A- i _ 3A 

A 3p ’ A 3 m ’ 




d.h. A=log (U + V), 

so folgt 

<7 _ v 1 _ U 

A U+V ’ A "U+V ’ 

so wandelt (A) sich in 

h + u h -o 

3m3v U + V' 3 u U+V 3p 

SO folgt 

r _ Ui+V< 

4 U+V ' 


(1) DARBOOX, Vol. I, (2nd ed., 1914), pp. 181-184. 
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(X) 

Betrachten wir zwei Flachen j, ij, wo 

( 1 ) -J- = 0 , 

( 2 ) £«r+-J-l}a+-|-l),==0 

bestehen. 

Die Verbindungssehnen entsprechender Punkten j, t? teile man 
nun in 5 in festen Verhaltnissen, d. h. man bilde die Linearkombina- 
tion 

(3) 8=(1—c) + (c=const.). 

Aus (1), (2), (3) ergibt sich so: 

5«i ^ ^ Oj 

wo 

(T a a 

T = C T +( 1- C ) >i ’ 

4- c -i +(1 - c) ;- 

So folgt der 

Satz: Wenn j, l) die Mittelflacheu von anderen Flachen, so ist 5 
auch dieselbe Flciche. 

N. B. Berichtigung. 

liber Flachen und Kurven (IX) 

| Seite fur lies I 


56 


Takasu : 


Kubota: 
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Ueber Fiachen und Kurven (XIII): 

Einige Bemerkungen fiber Fiachen und Kurven. 

Soji Matsumura 

(Accepted for publication, May 16, 1935.) 

I 


Hier mOchten wir einen Satz von Ganapathi ( ° mit einer andem 
Methode beweisen. 

Man kann leicht aus ihrer graphischen Darstellung wissen, daB 
die Ungeradeanzahl 


von 




zwischen 0<^<--‘- liegt, wo 
2 


<f[8'==.p{d)+p(6 + x) 


ist. 


< fy 0 )-¥[0 + Z -) 



0 - 


Dies ist Ganapathis Satz. c:) 

Mit gleichen Methoden kann man in relative Differentialgeo- 
metrie verallgemeinem. 


II 

Setzen wir p anstatt p in Ganapathis Arbeit,so ergibt sich 
(1 ) cos 2 <fd<!>= j> sin 2 VW'=0 

Jo Jo 


(1) GANAPATHI, P.: A note on the oval, Math. Zeitschrift 38 (1933-34) S. 490. 

9, June, 1935.] 

(2) GANAPATHI, P.: On a certain class of ovals, Math. Zeit. 38 (1933 34) S. 687. 
[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV, 
9. June, 1935.] 
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anstatt Sus Bedingung 

( 2 ) p cos^ <pd<p=^ p sin 2 <pd<p=0 , 

wo p , <p die Polartangentenkoordinaten sind. 

Im Falle (I) kann man auch ahnliche Unteruschungen anstellen 
wie in Ganapathis Arbeit, und ein ahnlicher Satz ergibt sich wie in 
seiner Arbeit. 


Ill 

Man kann leicht meine Satze co in Hilberts Raum verallgemeMem. 


IV 


Hier mOchten wir iiber eine Art gemischter Affinoberflache mit- 
teilen. W. Blaschke hat im Band II seiner Differentialgeometrie 
(S. 130, Nr. 12) die Integralinvariante gegenuber raumtreuen Affini- 
taten 


f 1) 


(i (s, c)=JJ| t n lZ-2l a l&x*i n t!, 


*dudv, worin 


A ik =(S<*Ei&), A ?*=(eaC t e s ) ist, 


als gemischte Affinoberflache der durch Parallelismus der Tcmgen- 
tenebenen aufeinander bezogen Flachen $ und c bezeichnet. Ich 
will (I) durch Grdsze der Affin-und Relativgeometrie (A bezw. R) 
darstellen, wobei ich mich an die Bezeichnungen des Buches von 
Blaschke und meiner Arbeit 35 in Jap. Journal, Bd. 7, anschliesze. 

Es ist 

(2) 4»-Cfr)Am—wil®-).; I 

Femer ist nach den Ableitungsgleichungen der Relativgeometrie 


(1) NAKAJIMA, S.: The Circle and the Straight Line nearest to a Given Points, 
a Given Straight Lines or a Given Curve, T6hoku. Math. Journ. 19 (1921) p. 11. 

(2) NAKAJIMA, S.: Die Grundformeln der relativen Fiachentheorie, Jap. Journ. of 
Math. 6. (1930) p. 43. 
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(2*) Af k = -Bi (Si*c 1 c s )=Bi* (ec,e s ). 

Wahlen wir nun die Relativkrummungslinien von j und e als 
Parameterlinien, so wird: 

C1t2=-li2=0, ®*t+B** • R*=0, 

(3) 

—B a —0, R*e*—jc*, 


wobei R* die R.-Krummungsradien von 5 bezuglich u als Eichflache 
sind. 


Dann aber wird 

( 4 ) Ju- -,,1,- ~ B** (%*) 

KjKj KjKj 


i 

<* \g* Bit 

R 1 R 2 


<*®tt 

R* • RiRs 


7 



Also wird nach (1), (2), (3) und (4): 


(5) 

-IH-KI * d!i( 1) = jj’lR.R. • (Rj+Ro)^ di!(t) 


wobei 



und H 


1 ( ^ - + --) die totale bezw. mittlere 

2 v Rj R 2 ' 


Relativ-Krummung von j bezuglich c sind und j) die Affinoberflache 
von s bedeutet. 

Es ware von Interesse, alle symmetrischen simultanen Affinin- 
varianten der niedrigsten Differentiationsordnungen aufzustellen. 

Nach der HoLDERschen Ungleichung gilt nach einem Hinweis 
von Herm Stlss wegen (5): 

( 6 ) [I (s, e)J^(s) 0(e) ■ {J(R 1 +R t )iW(e) l 


wobei das letzte Integral auch symmetrish in jc und c ist und das 
Gleichzeiche bei Eiflachen Homothetie bedeutet. 
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V 

Im folgenden mOchten wir wieder eine relativgeometrische Er- 
weiterung der affinen Flachentheorie mitteilen. 

(1) X>=^|LN-M* \l dudv^WA^-A]^ dudv 

ist ein invariantes Affinoberflachenintegral. CI) 

Nach (2) in (2) kann man (I) in 

umschreiben. 


VI 

Wir betrachten zwei Raumkurven jt und c, die durch parallele 
Tangenten punktweise eineindeutig zugeordnet sind, so folgt c,:> 

<r= P-il) - - f (£) 

p( c) ds{ c) r(c) 

wo — ihre Windung bedeutet, so folgt 00 

T 

(3) - 1 -= —} - = -r~r —, 

p{%) P PP\*) 

oder^-aus (2) ergibt sich 

(1) BLASCHKE, W.: Vorlesungen uber Differentialgeometrie II, Berlin (1923 S. 
127. 

(2 Fur dieses Zeichen vergl. St)SS: Zur relativen Differentialgeometrie I, Jap. 
Journ. of Math. Vol. IV (1927) p. 57. 

(3) Vergl. Stlss, W.: Zur relativen Differentialgeometrie IV, T&hoku Math. Journ. 
29 (1928) p. 361. 

(4) Vergl. MYLLER, M. A.: Courbure normal et torsion g£od6sique, Comptes 
Rendus, t 183 (1926), pp. 515-516. 


(1) 

also 

( 2 ) 
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p _ _^J)__ ds(z) _ p($) ta n «>( s)_ 

p{e) ds(e) pit) tan 

oder 10 

p( S>_ = />(s)_cot^H(s)^ 

/>(e) i°(e) cot H(c) 

VII 

Unter x, y, z wollen wir' nun drei Funktionen einer GrOsse 
verstehen, die den Gleichungen (!) 

j(-f 

genugen, wo K eine Konstante ist und die Variable s die Bedeutung 
des Bogens der Kurve hat. 

Den Gleichungen (I) kann man nun auf folgende Weise genugen. 
Es seien die drei eindeutigen elliptischen Functionen f,(w), f s («), 
(m) die Koordinaten einer spharischen Kurve, deren Bogen ein ellip- 
tisches Integral erster Art ist, sodass 05 

<2 ’ K 
ist. 

Setzt man nun 

( 3 ) x — k )du, X=\<f s {u)du, Z=\<f,{u)ku, 

so werden die Gleichungen (I) erfullt. 

(4 ) x=<p,{u), y=<p t (u), z=<p,(u) 

(1) KUBOTA, T.: Geometry (1), Iwanami, p. 42. 

(2) Diese Gleichungen sind die verallgemeinerten Gleichungen von KUBOTA: 
Imaginare Kurven mit der Krummung Null, Tohoku Math. Journ. 26 (1926' p. 12. 

( ; 1) LILIBNTHAL: Zur Theorie'der Kurven, deren Bogenlange ein elliptisches In¬ 
tegral erster Art ist, Inaugurgl-Dissertation, Berlin (1882) S. 42, 
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sind die Gleichungen einer imaginaren spharischen Kurve, die besteht (2). 

VIII 


Es sei j eine beliebige zweite Eilinie. 

r sei der Abstand ihres Punktes von einem festen Punkt O. Im 
ubrigen seien ihre geometrischen GrOssen analog wie die fur e ge- 
zeichnet. 

Dann ordnen wir je zwei Punkte von e und u einander zu, fiir 
welche die Vektoren r(%), r(c) fur gleiche Argumente c fest gestellt 
werden, und bezeichnen die GrOsse 


( 1 ) 


(cf) r(t) 


als den R-Abstand der j-Radien von 0 beziiglich c. 
Dann fuhren wir den Vektor 



ein, fflr den also 

(3) i)c=l, ct),=c,i)=0 (*=1, 2) 

ist. Die GrOssen 

( 4 ) i(z> k—\, 2) 

seien die Koeffizienten derjenigen quadratischen Grundform, die wir 
den von jetzt an benutzten kovarianten Differentiationen zugrunde 
legen. 03 

Aus e, folgt 

(5) = E.ii) 

Jetzt ist unsere Untersuchung wie die in Suss Arbeit. 


IX 

Wir betrachten uns nun zwei A-Flachen e und e. 

(1) SUSS, W.: Ztir relativen Differentalgeo II, Tohoku Math. Journ. Vol. 29 (1928; 
p. 237. 
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Mit p und q bezeichnen wir die Abstande der Tangentenebene 
von £ bezw. c vom Ursprung 0, so ist 


(1) 


Ks)= 


P(S) 

«(*) 


der R-Abstand der ^-Tangentenebene (?) von 0, wo 



3 log sin o) 

d p _ 

_J>log COS to 

*P= 0, 

j 

tu 

3m 

du 

3» ’ 

I 

_ d log sin to 

_ 

t log COS to 

c 

II 

S’ 

CO 

1 dudv 

tv 

3m 

du 

dv 


bestehen. <0 

Ist r— const., so nennen wir £ eine „R.-Sphare“ mit dem „ Mit- 
telpunkt “ 0; dann ist £ beziiglich 0 ahnlich c. 

Aus r(y,)=const, folgt 

(3) p- const, q —0, 


wo 


(4) 


&(p— const, q) 
3m 


S log sin o) \p— const, q) 
dv 3m 


3 


log COS (O 

d u 


d(p— const, q) _ ft 
3y 


so folgt der. 

Satz: 6=0 ist die Bedingung da/iir, dasz £ R.-Sphare ist, wo 

3*0 __ 3 log sin oi_ 30 _3 log cos <« 30 = q 

3m3v 3t> 3 m 3m 3y 


ist. 

Auch erfolgen die Formeln: 

0=j(?do(£) = j?R(£)dw, 

W=j qdo (c) = j?K( c )du>. 



1) ElSENHART, L. P.: Surface with the same spherical Representation of their 
Lines of Curvature as Pseudospherical Surfaces, American Journ. of Math. Vol 
XXVII (1905> p. 113 
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X 


1 st 

F (/>, s, a u a .) 

die Gleichung einer Familie von Kurven, wo /» den Kriimmungs- 
radius, s ein Bogenstiick und die a konstante GrOssen bedeuten, c,) so 
ist allgemein 

so folgt (S) 

XI 

Satz: Die Konstruktion von Bertrandkurven durch Linearkom- 
bination einer Kurve konstanter Kriimmung und einer Kurve konstanter 
Windung liiszt sick umkehren. Ich will beweisen, dasz man jede Ber- 
trandkurve 5 so erhalten kann. 

Beweis: 1st 5 namlich eine Bertrandkurve, so gilt bekanntlich 

(a) —®-- =1, A, B konstant. 

Pit) r (8) 

Nun sei $ das Tangentenbild von j, a seine Bogenlange. 

Dann ist 

(b) 

da 

Jetzt setze man 

( c ) A-a-c, B=^9 (1 -c), 

(1) Nauv. Ann. (3) 7 (1883) p 171-190 u. 203-230, und Nouv. Ann (3) 9 (1890) p. 143. 

(2) MATSUMURA, S.: fiber die Deviation ebener Kurven, Tohoku Math. Joum. 
VoL 39 (1934) p. 239. 
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femer 


M> *»)- /9 

1 —c B 


und bestimme dazu die Kurven l) und £ durch die Gleichungen: 


(e) -^-=Kb)£, >) = ( p{\)) fd<r+i), 

da J„ 

und 

(/) S---t5-(l-c)>j1. 

c 

Dann ist 



also 

(g) Ks)=«=konst. 

Nach (e) und (/) gilt 

wobei man errechnet: 


(h) 


I J(aL=i- C+MC 

I *(») 

I AiL=J<iL= lz£_ +c , 

v K?) « ^ 

r(t))=/?=konst. 


Wegen (g), (A) und (j) ist also 5 die Linearkombination einer Kurve 
X konstanter Krummung und einer Kurve \) konstanter Windung. 
Die assozierte Bertrandkurve 


j=j+Af s 

erhalt man auszerdem in der Form 


8=(1 -d)r)+d& 
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wobei d aus c sich durch die Gleichung bestimmt: 

(c-d)(i)-s)=c-df„ (61=1). 


XII 


Neuerdings hat Narumi den folgenden Satz bewiesen cl) ; 

Wenn in der Ebenenkurve der Mittelpunkt von fiinfpunktigem 
Beruhrungskegelschnitt, der Affimitlelpunkt und der Ursprungspunkt 
auj der Kurve rechtwinkrige Dreiecke bilden und der Winkel im 
Mittelpunkt von Schmiegkegelschnitt einen rechteckigen. 

Beweis : Aus unserer Voraussetzung ergibt sich 


(1) 



2 

j =4rf-3/V'i, 




wo ich <p als die Deviation 015 bezeichne. 


Aus (1) ergibt 05 sich 


( 2 ) 


weil 


so folgt 



4rf-3/v> 2 , 


d(> = dp d<p _ /*, 
ds d<p ds p 


o^3pi-3p/r, 



V 2 
P i 


ft—cpi , c=konst. 




dp 

ds 


ds 

d(p 



(1) Proceedings of tha Physico*Math. Society of Japan, Vol. 9, Part 3* (1935), p. 83. 

(2) MATSUMURA, S.: tiber einen affingeo. Satz und die Deviation ebener Kurven, 
Tohoku Math. Journ. 36 (1933) p. 189. 

(3) Auf diese Rechpung hat mich Herr Prof. T. KUBOTA gelegentlich freundlichst 
aufmerkeam gemacht. 
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c—£--= 1, ——— const., tv. z. b, tv., 
as as 

Anderer Beweis: Aus Hayashis Arbeit ergibt sich, 0) wenn un- 
sere Kurve elliptisch gekriimmt ist: 

3fi—~ 

ds _ 3 

9 + / dp ! V + 4/*?-3 t>t> 2 

- ds ' 

daraus folgt 

p"-VPt, 

d. h. unsere Kurve muss eine logarismische Spirale sein. 

Ist der Winkel im Krummungsmittelpunkt rechteckig statt des 
Winkels im Affinmittelpunkt, und der Inhalt von unsrem Dreieck 
konstant, so entsteht 

p'=as + b, (a, b= const.). 

Wir nehmen einen Punkt O auf einer Ebenenkurve und ziehen 
eine Normal OA, wo A der Krummugsmittelpunkt ist. 

Durch A ziehen wir eine senkrechte Gerade AB' zu OA und 
bezeichen den Schnittpunkt von AB' und OB mit B', wo B Affinkrum- 
mungsmittelpunkt ist. Durch B' ziehen wir eine senkrechte Gerade 
BC' und die Schnittpunkte BC' und OA mit C bezeichnen. 

Ist 

OA: AC'=const., 

so muss unsere Kurve eine logarismische Spirale sein. 

XIII 

Neuerdings habe ich die folgende Formel 

( 1 ) tan &- 

3 ds 

bewiesen. 

>1) HAYASHI, T.: The middle point of the Osculating Connie of a plane curve, 
Rigakukaishi ^Tokyo kotoshihangakko,, Vol. 19. No. 1 , p. 1 . 
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Man kann (1) aus Hayashis Arbeit' 0 leicht herleiten, denn aus 


( 2 ) 

ergibt sich 

(3) 




3f?Pj_ 


(V+4rf-3m) ’ (V+4rf-3/»ft) 


tan <p= 1 1 1 _ 1 1 dp ds 

3 jo 3 p dtp 3 p ds d<p 

_ 1 1 dp 1 rfp 

3 p ds 3 ds 


Aus Hayashis Arbeit (,) ergibt sich 

(4) 


T>*_ (3^)^_ 
dtp 


so folgt 

(5) 

so ergibt sich: 


d<p 




(1) elliptisch gekricmmte Punkte —— >0, 

d<p 

(2) /wr hyperbolisch gekriimmte Punkte <0, 

- af 

(3) pur parabolisch gekrUmmte Punkte -^-=0, <9 ts< Aows/. 

d<p 

aus tp. 

Aus Hayashis Formeln' 0 


( 6 ) 


(3 psin ?>+/», cos y>), 
(3 /'Cos ?+/>, sinf) 


folgt 


11) HAYASHI, T.: Osculati^fconic of Plane curve, Rigakukaishi (Tokyo kotoshi* 
hangakko) VoL 19, No. 1, p. 4. 

2) 1. c. (1) p. 5. * 

<3) l c. (1) p. 7. 
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(7) ft dy cosf+tany’-siny 
x t dx -sinf>+tanf>*cos^ 

denn 

(8) ft __1 dp _ 1 dp ds _ 1 dp dp 
P p d<p p ds d<p p ds ds 

Aus (7) ergibt sich 

(9) -^L • tan (/>-?)=-1, 

dx 

wo <p die Deviation ist. 

Ans (9) kann man wissen, dass der Winkel zwischen zwei Tan- 
genten der Ursprungskurve und Affinmiltelpunktkurve der Deviation 
gleich ist. 

Aus Hayashis' 0 Formeln folgt 

pT-]\— 4tanf’tanp— (1—tan$e)i + ( — tan^+ tan?>) 

y, _ l ) dip v ’ 

** ten <p ~(l— 1^3 tan 2 <p+ * ) + (1 + )} 

denn 


1 

(‘ 


ft= 


1 _ *P - p+ ( dp )* 

P <t<p d£ ' ds ' . 


Nach dem obigen Satz und Hombs Satz c2) kann man wissen, dasz, 
wenn in einer Eilinie E zwei Deviationen in zwei Punkten, den Be- 
riihrungspunkten von zwei Tangenten durch einen Punkt P ausser E 
immer einander gleich sind, so E ein Kreis sein musz, wo zwei Tan¬ 
genten in zwei entsprechenden Punkten von Affinkrummungsmittel- 
punktskurve durch P gehen. 


U) I. c. (1) p. 12. 

\2) HOMBU, H.: Theorbms on closed convexes, Tohoku Math. Journ. 33 11931' 

p. 61. 



218 


SdjI MATSUMURA 


XIV 

In (3) haben wir die Tatsache benutzt, dasz der Mittelpunkt von 
Schmiegungskegelschnitt der Affinkrummungsm ittelpunkt ist. Mit 
gleichen Methoden kann man den folgenden Satz beweisen; 

Affinenormale gehen dutch den Mittelpunkt von Schmiegungskegel- 
schnit. 


XV 

Satz: Gibt es zwei verschiedene infinitesimale Verbiegungen eiiler 
Fldche, bei denen ein und dasselbe konjugierte Kurvennetz konjugiert 
bleibt, so gibt es eine lineare Schar inflnitesimaler Verbiegungen mit 
derselben Eigenschaft. 

Beweis: Bekanntlich ist eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafur, dasz ein konjugiertes Kurvennetz («, v) einer Flache 
E(m, v ) bei infinitesimaler Verbiegung von j konjugiert bleibt, dasz 
dem K-w-Netz von jt auf der Drehriszflache ij (u, v) das Netz der 
Asymptotenlinien entspricht. Nach der Voraussetzung unseres Satzes 
gibt es also zwei Drehriszfiachen l) (u, v ), tj (u, v) welche £ (u, v) durch 
parallele Tangentenebenen zugeordnet sind, wobei ein und demselben 
konj'ugierten u-v- Netz von £ je das Netz der Asympotenlinien von t) und 
t) entspricht. Bezeichnen wir mit L, M, N, l, m, n, 1, m, n die zweiten 
Fundamentalgrdszen von j, h, so ist also 

(1) M=/=m=/=«=0. 

Wegen der Eigenschaft des Drehrisses tj, Relativ-Minimalflache 
bezuglich £ zu sein, folgen ferner die Gleichungen in der Form: 

( 2 ) _ _ 

<hu=^, 

Nun bilden wir Es wird 

t)u=(P+tP) S,=A.. 
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* * 

9«=(r+^)s»=rs«, 

d.h. i)* ist wieder Relativ-Minimalflache beziiglich j, unb fiir den 
Einbeitsvektor £ der Normalen ist: 

VuJ = l + tj = l = 0, 

* a 

l)„,£=e+/e=e=0, 

die Kurven (u, v) sind also auch auf t;* Asymptotenlinien, was nach 
dem anfangs genannten Satz zu beweisen war. 
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Beitrage zur Geometric der Kreise und Kugeln (XIII) 

Soji Matsumura 

1 Accepted for publication. May 16, 1935.) 

(i) 

Im folgenden untersuchen wir die relative Differentialgeometrie 
der Kreisflachen. 

Wir nehmen an, dasz zwei Kreisflachen j und j in Rj durch eine 
Abbildung solcher Art miteinander verknupft sind, dasz gleichen 
Werten der Parameter 

w\=< , «*(=r) 

parallele Tangentialebenen entsprechen. 

Die Gleichungen der beiden Kreisflachen lassen sich in der Form 
darstellen: 

«*), m 2 , 


wo jc. und e kontravariante Vektoren im umfassenden Raume sind. 

Gegenuber der Transformation der Koordinaten w‘ stellen die 
GrOszen e und e die Invariante dar. 

Setzen wir weiter 




so verhalten sich die GrOszen e< und dementsprechend auch e< gegen- 
uber der Koordinatentransformation der u 1 wie die Komponenten eines 
kovarianten Tensors erster Ordnung. 

Da die Tangentialebenen beider Kreisflachen in den entsprechen- 
den Punkten in R s zueinander parallel sind, so lassen sich die GrOszen 
Si linear durch e< ausdriiken und umgekehrt; mit anderen Worten, es 


[Mem. of the Fac. of Sci and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV, 
9, June. 1935J 
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existiert gegenGber der Koordinatentransformation der ein Tensor 
p] derart, dasz 

(1) Sx i Si» 2) 

pi pi = V. 
ist. 

1st 

(a) ' (^=1,2) 

ein Kreis auf j, so las/t sich dieser Kreis in den entsprechenden 
Kreis auf j transformieren im Sinne der Parallelubertragung in *R S 
und kann mit 

( b ) h=h% 

gegeben werden. 

Mit Hilfe von (1) erhalten wir: 

( 2 ) i>»=tP$, 

Auf diese Weise entsprechen demselben Vektor des Raumes R, 
zwei kontravariante Tensoren erster Ordnung ty 1 * und gegenuber 
der Koordinatentransformation der u\ 

Nehmen wir insbesondere auf der Kreisflache jc den Vektor der 
unendlich kleinen Verschiebung 

d=fodu x 

und transplantieren ihn an den entsprechenden Punkt der Kreisflache 
S, so gilt fiir die neuen Komponenten du *: 

( 3 ) du=pldu x , du l =pbdu' 1 . 

Nehmen wir jetzt an, dasz auf j eine Funktion 

0=0ty, |.h) 

definiert sei, die jedem System von m Kreisvektor 

• . I 


zuordnet. 
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1st 0 in bezug auf den Vektor t) linear, so laszt sie sich durch 
einen kovarianten Tensor m-ter Ordnung darstellen: 

f 1 “ 

Gehen wir auf den Fall m =2 ein: 

(4) 

12 12 

Der Wert von 0 wird in diesem Fall in jedem Kreise auf x. 
durch die beiden Vektoren bestimmt: 

X)=X)'X.a 

11 2 2 

so folgt 

( 5 ) 

1 2 

Aus (5) ergibt sich: 

i i 

(II) 

Betrachten wir die Minimallinien 
(0 l 0 l )du'du i 
wieder und setzen wir 

(W* )=*>.!, 

so ist es ein Tschebyscheff- Netz, wenn der TscHEBYSCHEFF-Tensor 

2<f,' .) 

identisch verschwindet, wobei unter <p" f der Tensor verstanden wird, 
der zu <p,, reziprok ist <0 : 

U) Vevgl. SCHAPIRO, H. : Ubcr die Transplantation der Parallelub^rtrigung und 
der Kurvensysteme, Monat. Math, und Physik, 41 Band, S. 260. 
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(HI) 

Nach Thomsen kann man wissen, dasz 03 

( 1 ) <Patidu a du f — 0, (f't—pa,.) 

die Gleichungen der Krummungslinien auf einer Flache S sind. Nun 
nehmen wir an, dasz zwei Flachen S und S 0 in R, durch eine Ab- 
bildung solcher Art miteinander vcrknupft sind, dasz den gleichen 
Werten der Parameter u\ u* die parallelen Tangentialebenen ent- 
sprechen. 

Die Gleichungen der beiden Flachen lassen sich in der Form dar- 
stellen: 

(2) S=£'w\ « ! ), s=s(m’, «*), 

wo jc und s kontravariante Vektoren im umfassenden Raume sind. 

Nach Dubnow 1 * 3 ist dieses Netz dann und nur dann ein Tscheby- 
SCHEFF-Netz, wenn der TsCHEBYSCHEFF-Tensor 

(3) 

identisch verschwindet, wobei unter <p** der Tensor verstanden wird, 
der zu reziprok ist: 

(4) ?*V*i.= a 2- 

Das Kurvennetz auf S„, das durch die Transplantation des Netzes 

(1) erhalten wird, wird durch die Differentialgleichung 

( 5) W=0 

bestimmt, wo 

( 6 ) 

Die letzte Gleichung gibt 
(7) 

1) THOMSEN, G.: fiber konforme Geometrie (I), Abh. aus dera Math. Seminar 
der Hamburgischen Univ. Ill Bd. (1924) S. 37. 

(2) DUBNOW, J. S.: Sur lea caracteristiques tensorielles., C. R., 192, p. 261, 
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andererseits haben wir 

( 8 ) fiJit—piPi'Plp * , 

wo auf der linken Seite die absolute Ableitung mit Hilfe der Kom- 
ponenten der transplantierten Ubertragung zu bilden ist. 

Die Relationen (7) und (8) erlauben, den TSCHEBYSCHEFF-Tensor 
T, fur das transplantierte Netz auszurechnen: 

(9) ~ 

( =<p»(2<PmPip:-<p^ i ). 

Nehmen wir jetzt an, dasz der Tensor <f, } auf S ein Tscheby- 
SCHEEF-Netz definiert, so dasz 

(10) r.=> , »(2s».. lf -9». f .)-0, 1=1,2 

ist. 

Nehmen wir dieses Netz als ein Koordinatennetz an, so wird in 
den neuen Koordinaten gelten: 

( 11 ) 

und die Bedingung (10) nimmt die Form an: 

(12) r;,=/? s =o. 

Soil das transplantierte Netz ebenfalls ein TSCHEBYSCHEFF-Netz 
sein, so musz die Bedingung 

(13) T.=0 
erfullt sein oder 

(14) 0. 

Versetzen wir hier mit p) , so erhalten wir 

(15) 

Mit Riicksicht auf (11) nimmt die letzte Gleichung die Form 
an' 0 : 

(1) SCHAPIEO, H.: Tiber die Transplantation der Parallel ubertragung und der 
Kurvensysteme, Monat. Math, und Physik, 41 Bd. S. 261. 
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( 16 ) 2 &* {<p m pi + <Pn , pi - f a , f pi) = 0 . 


(IV) 

1st £ ein Kreis und 5 ein anderer Kreis in It, so ist 

(1) t)=2rj£).f - 5 

der zu g in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Wenn 

( 2 ) t)=a£+Py, (£ 7 )= 0 , («, ,3=Skalaregr6saen), 

so 

( 4 ) t} = ac-,3<J. 

So ergibt sich der 

Satz : Is< £ em Kreis und gehohrt g Buschel 

“£+/fy, 

so gehdrt der zu g i« bezug auf den Kreis £ inverse Kreis auch diesem 
Buschel, wo £, sy zueinander senkrecht sind. 

(V) 

Wir wollen meine Arbeit 1 (2) mit der Hornichs co vergleichen. 

Es sei C auf der komplexen z-Ebene das topologische Bild eines 
Kreises und rektifizierbar mit der T; mit t sei der Parameter be- 
zeichnet, den wir von einem festen Punkt aus zahlen, und C sei 
dargestellt in der Form: 

x—x t)=x{t+T), 
y=y{t,=y(t+ T), 


(1) HORNICH, H.: Eine Verallgemeinerung der zweiten Randwertaufgabe, Monat- 
scheft fur Mathematik und Physik 41 Bd. (1934) S. 445. 

(2) MATSUMURA, S.: Cber einen affinegeometrischen Satz und die Deviation ebener 
Kurven, Tohoku Math. Journ. Vol. 35 (1933) p. 189. 
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t = JL [ _ dp— T- 1 f dp - 
3 J tan <p ' 3 J tan f 

ist. 

C bestimmt ein beschranktes Gebiet G der Ebene, welches vom 
Randpunkt 

x(t) + iy(t) 

mit der Veranderlichen t uralaufen werde- 

Der Richtungswinkel f (t) der Tangente an C, der durch 

x'{t)=cos 1 r {t) 

und 

y'{t)= sin f\t) 

bestimmt wird, ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion von 
t, fur die 

nt+T)=nt)+2- 

gilt. 

Dann kann man eine in G regulare und mit Einschlusz von C 
stetig differenzierbare Potentialfunktion u suchen, fur welche am 
Rande C gilt: 

~^-sin«(f)+ cos a{t)=g[t) 
ot on 

(n ist die ins Innere von G gerichtete Normalel 


(VI) 

In der folgenden Note mOchten wir die Geometrie der n Funk- 
tionen im Kugelraum untersuchen. CI) 

Betrachten wir n Kugeln 

... S« 

in R„, welche die Funktionen von Veranderlichen x und Parameter 

(1) Vergl INGOLD, L.: Geometry of a set of n Functions, Ann. of Math. 27 ,1925- 
26) p. 494. 
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., M m 


sind, wo 
ist. 




Nun setzen wir 


( 1 ) jV^ dx=<pT, bh=g<j, g- \&A . 


wo <p, V zwei beliebige Funktionen sind. 

Ist <p t3 der Winkel zwischen 5 it so folgt 


( 2 ) IS, =V g h , cos <p l3 = —^ 7 - • 

V gu V g, 3 

Durch die Normale zu R„ betrachten wir eine Funktion f f(X; u\ 
u m ) so wie 

(3) £s*<f'<fr=0. 


Setzen wir 

( 4 ) S'. *■ = , 

°Uy 


wo rti Funktionen von u, N, * Fuktionen von x und der Parameter u x 
der Normalvektor zu R„ ist. 

Aus (4) ergibt sich 

(5) 

so folgt 

( 6 ) n^=g“ v r M . 


Aus bl 3 =gi 3 ergibt sich nach der Differentiation: 


(7) 


3* 

du x 


+ $J 


- d giJ 

’ 


7«|X+ Fiji 


- jgb 
5 m x ’ 


Hier betrachten wir 

( 8 ) ?i=*alb, 
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wo a die Funktion von u x ist. 

Nun definieren wir: 

(9) <P.<Pj=h, } , h tJ =h, < P J ~r=fU, 

wo hh ,m der Kofaktor von h jm in dem Detenninanten | h jm | f und <pi £* 
—p lk sind. 

Nach leichter Rechnung ergibt sich 


(10) <PilK—pa=a\g Jk =A.)h, J , a{=pirg ri , A l—p r ih ri , 

wo a'» | A* der Kofaktor von a) in der Determinante a r , | ist. 
Ist a* die identische Transformation, so folgt 

( 11 ) al=o>, p u =g lk =h,K. 

Fur neue r iJk erhalten wir 


( 12 ) 


aber 

(13) 
so folgt 


/’.-y. 3 P- -fl-v 

r da'i r n 

~Q jgr ' ^~+a'a:r, rX , 

nr^h >m r, Jk =h’ m [ a ;gr< ^+ a , J air., x ], 


a] =pj,g' r , h jm a r , = h im pjig ,r =A?g' r , 


(14) H.k=A? [g' r g u ^±- + g'a\r„ 

= Ar [*lH r: >] 
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(VII) 

Wenn in Volks Arbeit die beiden Kreisscharen ein Rechteck 
bilden, so muss 

(1 ) XuXv + y„y v —0 

sein. Aus (1) ergibt sich 

(V,sin ¥• ?f«)(U 3 sin 4 (V 3 cos ¥• iF„)(U,cos <p- ¥>„)=0, 

d. h. ( 2 ) U s V 3 f„cos (<p— ¥)=0, 

Aus (2) folgt 

(3) U.= 0 , (4) V 3 = 0 , (5) f=U, (6) ¥=V, 

( 7 ) <p=V+%-n, 

wo U, V Funktionen u bezw. v allein, n gerade Zahlen sind. 

Aus (3) folgt 

|(U ! -V s )(U/+V 1 ')-(U l -V 1 )(U ! / +V J ')=0, 

( 8 ) j2(U,—V x ) ((U-V, iV/4- (U 2 -V S )V 2 '+V 3 V 3 ') 

( - (U.'+V/) ((U I -V I )*+(U f +V # ) i -V, , )-0. 
Aus (4) ergibt sich 

r (U* — V t )(U 1 / +V/) —(Uj—V I )(U s / +V s ')=0, 

( 9 ) '2{Uj—V,) ((U-V,)V/+(U s -V 8 jV/+UA0 

k -(U/+V/) ((U 1 -V i ) , + (U t +V,) , +U t , *0. 

Aus (5) folgt 

(V 3 cos if-U 3 cos U=U 1 -‘V,, 

( 10 ) ] 

(V,sin V—U 3 sinU=U s —V 2 . 

Aus ( 6 ) ergibt sich 

(V.cosV-U.cos^Uj-V,, 

(ID 

(V, sin V-U 3 sin y>=U,-V s . 


.Aus (7) folgt 
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( 12 ) 


U 3 =U, cosf+U/sin <p, 
W.+V.--V, cos if—Vs'sin 


So folgt der 

Satz: (8), (9), (10), (11) (12) sind die Bedingungen da/iir, dasz die 
beiden Kreisscharen ein Rechieck bilden. 


(VIII) 

1st c eine Kugel in R 3 und j ein nicht auf ihm gelegener Kurven- 
punkt, so ist 

(1) 1)=2(££)£-e 

der zu y in bezug auf die Kugel c inverse Kurvenpunkt. 

Seien y und \) einander durch parallele Tangenten punktweise 
eineideutig zugeordnet, so folgt 

( 2 S'=-V, 

wobei bekanntlich 

( 3 ) x=r^ll= T A£l 

Mb) r (b> 

ist. Aus (1) folgt 

( 4 ) b / =2(s / ^)c-S / . 

Aus (2) folgt 

b'= 2 (^'c)e-V, 

(5) (l + l^'=2/l'^)f. 

Aus (4) folgt 


1 = 1( Af j£ —A, 

(6) 

4 1 + 1 

2(1?) 

l + /’E) 


1 + My) 

£_ Mb) 

(8) 

f _ *(b) 

2 tfs'e) ’ 


v Mb) > 


Wb) ' 


(6), (7), (8) sind unsere Resultaten. 



232 


SdjI MATSUMURA 


Wenn 


^(t)+y , (t)+^(t)=0, 


I y'(t) z'(t) *. \z\t) x'(t) * . I x\t) y’(t) 


\y'V) z'V )! \z"(t) xf'(t) I !*"(/) /'(*) 


-o. 


Wenn 


y z * \z x * ^ 3 1 * 

+ + i 

y z * z x x y \ 

= {x ,t +y ‘ + 2 ! > {*' ! +y /5 + 2 //2 } - +*y / + 2 , 2 ,/ }. 




und (2) bestehen, so folgt 


x{t) y(t) z{t) 
x’(t) y'{t) z‘(t) =0. 

xV) y'V) z'V) 


Weil aus (4) und (2) 


x\tf+y\t)*+z(t *=0, 


x{t) y(t) z(t) * £ x(t) Xx(t)xV) Zx(t)xV) 

xV) yV) z(t) = £*'(*)*(/) £*'(*)* Tx'(t)x"(t) 

X'V) y'V) xV) Yx(t)SV) ’ZxVVV) £*W 


werden, so folgt der 


1 0 0 | 
=000 |=0 
0 0 V*"* | 


Satz: ( 2 ) ist die Bedingung dafiir, dasz die Nullkugel oder die 
<£bene dutch den Ursprung der Koordinaten geht. 
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(X) 


Im folgenden mbchten wir die Rotationsflachen auf dem Stand- 
punkt von der Geometrie der Kreisscharen erklaren. 

Als Parameterkurven werden im folgenden durchweg die Breiten- 
kreise const. und die Meridiane r=const. der Rotationsflache benutzt. 

1st die Z-Achse die Rotationtachse und p=p{i) der Abstand eines 
Oberflachenpunktes von dieser Achse, so lauten die Gleichungen der 
Flache z=f(p) in der Parameterdarstellung: 


' 1 ) 


' X=p{t) cos r, 
y=p(t) sin r, 


wobei wir uns des kanonischen Koordinatensystems bedienen wollen. 
Die Gaussschen FundamentalgrOssen erster Ordnung sind dann 

(2) E —1, F=0, G=p\ 

so folgt' 0 

((W-l E= K, 

I 

(3) j(*A)JF-0, 

1(MO=^g=i, ^=4, 

r 

Die Parameterkurven bilden ein Orthogonalsystem. 

Es ist das Krummungsmass 

( 4 ) r =-.lL 

P 

ein beliebiges Bogenelement 


(1) NAKAJIMA, S.: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. and Agr., 
Taihoku Imp. Univ. Vol. 2, p. 36. 
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(5) d.-±dtj 1+TTO) 


wenn der Strich die Ableitung nach / bedeutet. 

Die Gleichung einer durch den Punkt (t=t,; r—r,) gehenden 
geodatischen Linie lautet dann bekanntlich 03 : 


( 6 ) 


T — T t =C 


i:, 


_ (JAJdt 
Vl -Wfl,) 


Hierbei stellt c die Clairautsche Konstante dar. 

1st namlich a der Winkel der Kurve mit einem Breitenkreise 
-?JL —> so bestimmt man c aus der Gleichung 


_COS a _ 

V\e t e t ) ’ 

die fur alle Punkte der geodatischen Linie gilt/ 53 


(XI) 

Wir betrachten zwei Kreise ft und ft in R 3 , die durch die beiden 
Kugelpaare j* und j/[>, A=I, II] dargestellt werden. Wir definieren 

(1) A xv -=(iY), S iX =(jV) mit A 3t ’=A' t \ S‘*=S 3s 
und setzen 

(2 ) A= |aH >0, S= | S aX | >0 

voraus. 

1 st 

( 3 ) 

eine normierte Kugel durch ft mit 
(4 ) XE=i c, -/’fA* p =l, 

so muss 

(1) SCHEF7BRS, Q.: Theorie der Flachen, 1. A. 4. Abschn. §1. 

(2) JLETZ, £.: Die Verfolgungskurve des Kehlkreises auf den Rotationsflachen 
konstanter Krummung, Inangural-Dissertation (1912'. 
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( 5 ) cos'^/VpT*’ 

sein, wo <p den Winkel zwischen der Kugel (3) und dem Kreis ft be- 
deutet und besteht 

( 6 ) T“ , =Ax„S‘*S'"‘=S“ S’\ 

Wenn t) und ft zueinander senkrecht sind, so folgt 

(7) S‘*=o. 

\)=p^ mil />.S**(f)=0 bedeutet die Kreisflache, die zu einer Kugel 
senkrecht ist, wo t ein Parameter ist. 

Nehmen wir einen Punkt u als die Linearkombinationen von s’ 
und s’[/3=I, II], so folgt 

( 8 ) u=(UT.+Pfi [«, /?=I, II] 
wo p„ Pa gewisse skalare Zahlen bedeuten, so folgt 
( 9) M«=/>«/’,»A‘’ + /5 aj o, t B“ l ’ + /)» l o lS T' , ’=0. 

Wenn u auf lj liegt, so folgt 
(10) (Mt>) = (/>.£*, Pft + Pff) 

-,V>.,(A*’+B*’)=0. 

Aus (1), (2) kann man die Kugel 1) bestimmen. 

(XII) 

Wir betrachten eine einparametrige Kugelschar l't) in R s . Ein 
Kreis ill in R, kann als der Schnitt der beiden benachbarten Kugeln 
lit) und s(f) + j t)dt angenommen werden. 

Wir betrachten zwei Kreise ft und ft, die durch die beiden Ku- 
gelpaare 

(l) <s\ i!+i'dt), { S n , i n dt) 

definirt werden, also bedeuten s“ mit j® + s*d/[a=I, II] zwei Kreis- 
scharen im R,. 
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Setzen wir 

( 2 ) S'^'sf), 

so folgt der 

Satz: Die Kugcl i=p, s* mit 

(3) /V J*S T )=,"«S* T =0 

is# senkrecht zu zwei Kugeltt tf+gdt und j u + j"d<. 

Zu vier gegebenen Kugeln 

( 4 ) f, £+idt, f, i n +i"dt 

gibt es immer eine gemeinsame senkrechte Kugel b, die wir definieren 
konnen durch 

( s 1 , I'+i'dt, s", t'+'fdt, 11, 

wo fiir 1 eine willkiirliche Kugel eingesetzt werden kann. 

Wir schreiben symbolisch: 

(6) b=11 1, s 1 +i'dt, t, f+i:"dt i i 

und nennen b das vektorielle Produkt der vier Kugeln (4). Fiir solche 
vektorielle Produkte gelten den Formeln ganz entsprechende Rechen- 
regeln in Thomsens Arbeit. c0 

Analog in Altshiller-Courts Arbeit <2) zeigt man, dass, von fiinf 
paarweise zu einander orthogonalen Kugeln immer eine nullteilig und 
vier eigentlich sind. 

Fiihren wir ein allgemeines System von solchen fiinf senkrechten 
Koordinatenkugeln ein, so kOnnen wir den pentasphgrischen Koordi- 
naten wieder eine dem Kap. m (1) entsprechende allgemeinere geo- 
metrische Auffassung zu Grunde legen. 
u sei ein Schnittpunkt der 

t, l l +i!dt, f, fdt, 

(1) THOMSEN, G.: tJber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar IV Bd. 
(1925) S. 117. 

(2) ALTSHILLBR-COURT, N.: On five mutually orthogonal Spheres, Annals of Math. 
30 (1929) p. 613. 

(3) NAKAJIMA, S.: Kugelgeo. von Mobius, Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., 
Taihoku Imp. Univ. Vol. 2, p. 6. 
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dann ist die Determinante 

( 7 ) \u, s', tf + i'dt, f, tf'+fdt, * |=0 

fiir jede Hilfskugel *, wie man durchs Quadrieren erkennt. Es ist u 
also eine Linearkombination der (4). 

Fur 

( 8 ) D --( f+g'dt)-(g, + 0 

schrumpft der Kreis 

(9) ? + i'dt 
auf einen Punkt zusammen, fiir 

(10) D<0 
ist er imaginar. 

Ist 

() A'^O, wo z'=g, s n =j I +jtdf, 

so erhalten wir im komplexen Gebiet als Ausartung eine Minimal- 
gerade. 


(XIII) 

(1) r [«=i. ii, 2«] 

bedeutet das Viereck in R„. 

(2) S ‘[«=I, II, 2m-1] 

bedeutet die Kugeln in R„, wo r“ die Kugel in R„ ist. 

Fur (1), ( 2 ) kann man Untersuchung anstellen wie in meiner 
Arbeit . 05 


(XIV) 

Im folgenden mdchten wir die Kugeln in R^ erklaren . 05 

Wir betrachten nun zwei Kugeln j, 9 in R, und definieren mit 

(1) MATSUMURA, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (I', Mem. of the 
Fac. of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ., Vol. 3 (1932) p. 98. 

(2) Vergl. MATSUMURA, S.: Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (I), 
Mem. of the Fac. of Sci. and Agri. Taihoku Imp. Univ., Vol. V (1932) p. 95. 
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( 1 ) 


COS *<P= 


w 

(K)(W) 


den Winkel <p zwischen £ und ty. 

Zu zwei gegebenen gerichteten Kugeln £ und 9 kann man die 
winkelhalbierende Kugel 5 in R* als gemeinsame Orthogonalkugel 
aller Kugel t in R. betrachten, die £ und b ini verschiedenen Sinne 
beruhren. 

Ein Kreis St in R* als Schnitt von n Kugeln 


£* [a=I, II,... «] 

wind festgelegt, wo n nicht unendlich ist. 
Wir kdnnen daher auch n neue Kugeln 


( 2 ) £‘=^C?£' [a=I,II, ...n] 

n-i 

als Linearkombinationen der £“ einfuhren mit Koeffizienten C*, deren 
Determinate | Q | } 0 sein muss, und dann ebensogut mit der £“ 
unsem Kreis darstellen. 

Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

(3) a*. 9*. 5‘, [«=I, II, 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Kreisen festlegen, nur von der 
geometrischen Figur der Kreise abhangen, nicht aber von den sie 
festlegenden Kugeln, so muss er bei der Substitution von der Art ( 2 ) 
unverandert bleiben. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(4) W)=A*>, 

so dasz sich nach ( 2 ) in folgender Weise substituiert: 

( 5 ) A* I ‘=CJC!A T4 [A 0 " = ( Hu¬ 

ffier laufen alle Indizes von I bis n. 

Fdr den zu unserm Kreis St gehOrigen Tensor A* ? gilt die Sym- 
metriebedingung 

. ( 6 ) 


A tf =A fl 
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und femer substituiert sich die Determinante A=j A*’ | nach 
( 7 ) A=|C?r-A 

Fflr A=0 schrumpt der Kreis auf einen Punkt zusammen, und 
far A<0 ist er imaginar. 

1 st A a| '= 0 , so erhalten wir im komplexen Gebiet als die Ausartung 
eine Minimalgerade. 

Kombiniert sich ein Scheitel u aus 5 * mit Koeffizienten p a : 

( 8 ) u=pj.*, 

so muss gelten 

(9) uu—p.p, A^—O, [a, ,3=1,11,...«], 

und diese quadratische Gleichung in den homogenen GrOssen p a hat 
zwei Ldsungen, die wegen A 0 konjugiert komplex sind. In diesem 
Fall kann man untersuchen wie in meiner Arbeit . 05 
Wird die Unterdeterminante einer A u ' in 

! A" A“ ... A 1 " 

(10) A= l A 2 ’A 22 ... A 2 “ 

A " 1 A" 2 ... A"“ 

mit a, t , (i, k=\, 2 , ..., n) bezeichnet, so ist 

( 11 ) A * 1 ~~Tr~" 

A 

Man kann die folgende Formel kekommen: 

(12) cosV=(E.h)U*>)). [«=I,II,... m], 

wo <p den Winkel zwischen einer Kugel i; und einem Kreis 5 * bedeutet. 
Wenn die Kugel t) zu dem Kreis senkrecht ist, so besteht 

(13) e*1)=0. 

Wir betrachten zwei Kreise Si, die durch die beiden Kugelpaare 

S« und [«, A=I, II..., n] dargestellt sind. 

a) 1 . c . a). 
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1st b=i°«J* [«—I, II, co] eine normierte Kugel durch St mit 

(14) &=P*P. .iA b|, = 1, 
so muss 

(15) cosV=-j 0 «j°i>T 11 ' 

gelten, wo <p den Winkel zwischen b und fl! bedeutet, wo 

(16) T* |, =A Ml S^S |,| ‘=SVS^, S s/ =( E *i x ). 

1st £ eine Kugel in R und 5 eine nicht auf ihm gelegene Kugel 

in R*, so ist 

9 

(17) *=2( 5 £)£-5 

die zu 5 in bezug auf die Kugel c inverse Kugel in R-. lit) be¬ 
deutet die Kugelscharen in R„, wo t ein Parameter ist. j“( t), [«= 
I, II, ..., n ] bedeutet die Kurvenscharen in R.. Man kann mit j*(f) 
die Kurven in R^ bestimmen. 

Als die Bogenlange dieser Kurve definieren wir das Integral 

(18) S=J'f( S i , S ”, ...; i", ...)dt^[F(u)dt, 

wo wir durch Punkte die Ableitung nach Parameter t zeigen. 

Dehnen wir unsere Geometrie auf das komplexe Gebiet aus, so 
wird die Gleichung 

(19) (s's n )=0 

fur zwei Punkte j 1 , j 11 wichtig sein. 

Sie besagt, dass die Punkte u und b auf ein und derselben isotro- 
pen Gerade in R* liegen und dasz wir durch den Ruckgang auf 
Kartesische Koordinaten f 1 , rj\ ...; £ u , r/ 1 , ... 

aus 

, 1 

Xo-P 2 

l(C*+^+C*+ —) 

2 


x,= p 
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**=/>£, 

x<=p:, 

erhalten: 

Nehmen wir auf einer Kugel 5 in R. “ Punkte y® [a=I, II, HI, •••] 

* * 

und auf einer weitem Kugel 5 in R« ebenfalls «> Punkte y® an, so 

gibt es genau MObiustransformationen des R»-Raumes, die die Figur 
** 

{jy®} in die Figur {jy®} Qberfuhren. 

(XV) 

Geben wir einen Kreis f in Rj als die Funktion eines Parameters 
t, so wird eine Kreisschar dadurch in der Ebene bestimmt. 

Es ist dann 

( 1 ) (£c)=l, (tf)«0 

identisch in t, wenn wir die Ableitungen nach t mit den Punkten be- 
zeichnen. 

Sind b, b die beiden Schnittpunkte von c mit dem Nachbarkreis, 
die beiden Enveloppenpunkte, so gilt 05 

((bb)=(bf ) = (bf / )=0, 

( 2 ) ] . 

((bb) = fbc) = (bf , )=0. 

In folgenden erklaren wir R.-Geometrie fiber b bezfiglich b. 

Um b, b zur Stfitzfunktion p bzw. q zu verwenden, setzen wir 

( 3 ) p, 

(4) ii+iL,, 

t) 

(1) THOMSEN, G. : I)ber konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. Univ. IV Bd. S. 126. 
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und ordenen dann je zwei Punkte b und b zu, fflr welche die Vekto- 
ren f miteinander ubereinstimmen, und bezeichnen die GrOsze 


( 5 ) 


r(f) 


. MU 


als den R.-Abstand der b bezflglich h, wo f der Einheitsvektor der 
auszeren Normalen ist. 

1 st p R.-Krummungsradius von b bezOglich b, so folgt 


( 6 ) JL=p=J^- 

d« b, ds( b) p( b) 

FOr den R.-Kreis ist p konstant 
FOr den R.-Umfang S von b gilt 03 

( 7 ) S= =^pd<r= £ rdo. 

Ein Kurvenpunkt, in welchem p’= 0 ist, sei R.-Scheitd genannt 
Ist u die Affinbogenlange von b und v diejenige von b, so ist 
bekanntlich: 


( 8 ) 


du -, h ,2 dv -/r>3 du _ » 
-—=/>(bh, - =p( b)s, ——=p 3 . 

d<p df dv 


(XVI) 

Im folgenden untersuchen wir die stationare Strdmung auf der 
Kieisflache. Es sei <p {x, y, z) das Geschwindigkeitspotential der Be- 
wegung, und auf der Flache, auf welcher die Bewegung stattfinden 
soli, sei 

(x=/At,T) 

(i) W.uo 

«“/.(*, O 

(1) S09S, W.: Zur reUtiven Differentialgeometrie (I), Jap. Journ. of Math. VoL 
IV <1827) m «4. 
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wo t, f in meiner Arbeit 05 stehen. 

So eifaSIt man aus Reiffs Arbeit* 


( 1 ) 


Oder 




i 


_g_f ✓(MO 3y |_ 0 
*t \ v(e,e t j z t \ 


ist die Differentialgleichung fur f>. 


(1) NAKAJIMA, S.: Kugelgeo. von Mobius, Mem. of the Fac. of ScL and Agri. 
Taihoku Imp. Univ. Vol. 2 (1929) p. 36. 

(2) REIFF, R.: t)ber station are Stromung auf krummen FlSchen, Math.-naturw. 
Mitteil I, Tiibingen. 




Uber Flachen und Kurven (XIV): 

Kleine Bemerkungen iiber Geometrie 

Soji Matsumura 

(Accepted for publication, June 24, 1935/ 

(i) 

Die Gesamtheit der reellen, im Intervall von *=0 bis x=l in- 
tegrablen Funktionen der reellen Veranderlichen x betrachtet man als 
„Punkt‘ eines Funktionenraums. 

Die Funktionen <p=<p(x), welche der Normierungsbedingung 

( 1 ) JV&-1 

genugen, liegen auf der „Einheitssphare“ dieses Raums. 

( 2 ) j y*dx=0 

bedeutet einen Punkt/ 0 

Beschranken wir uns femer auf positive Funktionen, so kommt 
nur jener Teil der Einheitssphare in Betracht, welcher dem „ersten“ 
Oktanten der Kugel des gewOhnlichen Raums entspricht. 

Die spharische Distanz zwei normierter Funktionen <f, V ist der 
kleinste positive Winkel 0, der durch die Gleichung 

(3) cos^=jf5fda 

( 4 ) | yfdx —0 

bedeutet zwei Funktionen <f, V, die zueinander senkrecht sind. 

(lj FRANK, PH. und PICK, G. :Distanzschatzungen im Funktionenraum, Math. Ann. 
76 (1914-15) S. 354. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. XV. 
No. 10, Augst 1935.] 
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( 5) 

bedeutet <p, W, die sich beruhren . c0 

Betrachten wir die integrablen Funktionen der 0 bis 1 verander- 
lichen GrOsze x als Punkte eines Funktionenraums, so ist das Dis- 
tanzquadrat zweier Funktionen /, g definiert durch 

l 6 ) l](f-sYdx. 

Wenn g eine gegeben Funktion und / eine veranderliche ist, um 
( 6 ) auf ein Minimum zu bringen, so ergibt sich 

(7) \'f(f-g)*dx=0. 

Aus der obigen Tatsache kann man den Prinzip der Methode der 
kleinsten Quadrate begrunden. 

Geben wir eine Funktion <p als Funktion eines Parameters t, so wird 
dadurch in der Ebene eine Kurvenschar bestimmt. 

Durch die Normierungsbedingung besteht 

( 8 ) |W*=1, 

so ist 

( 9 ) <ff=0 

identisch in t, wenn wir Ableitungen nach t durch Punkte bezeichnen. 
Wenn 

( 10 ) g=/+fdt+..., 

so folgt aus ( 6 ) 

< u > -§■-&*■ 

(12) \/fdx=0 

(1) NAKAjiMA, S.: The Circle and the Straight Line nearest to n Given Points, if 
Given Straight Lines or a Given Curve, Tdhoku Math. Journ. 19 (1921) p. 11. 
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1st die Bedingung, bei der sich konsekutive Kurven berOhren. 

Aus (12 folgt 

f ]/jdx=0. 

Sind £, j zwei Funktionen, so difinieren wir 
f \)dx=l\ (if)c dx- f idx 

Jo Jo Jo 

der zu ( j dx in bezug auf den f cdx inverse Funktion. 

Jo Jo 

Aus dieser Definition kann man denselben Satz in Funktionen- 
raum wie in der Inversionsgeometrie bekommen. 


(II) 

Betrachten wir zwei Kurven in Riemanns Raum und betrachten 
R.-Geometrie, so besteht co 

( i) * J|: a , 

d° (e p (c) ' ds ds 

wo 

(ds’(s) =gr. dx r dx!, />=R.-Krummungsradius, 

( 2 ) \ _ 

Ids* (e)—b r ,dx r dx\ />=eleroentare Krummungs- 

radius. 

Korrespondieren miteinander 

und x*=<p‘(s\ 

so besteht zwischen t, s 

(i=l, 2, -.»). 

Nach Levi-Civita < * > setzen wir 


(1) St)SS, w,: Zur relativen Differentialgeo. I, Jap. Journ. of Math. Vol. IV (1927) 
p. 59. 

(2) LEVI-CIVITA: Annali di Mat, Vol. 24 (1896), p. 225. 
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da ^ 1 
ds ** f 9 
wo 

( 1 + CrX r + £ CrJf 'x' +...) 


ist. 

In der geodatische Korrespondenz besteht 


wo (1) 


/ 


ds 

da 



dx 

ds 


pbijk + b,jfa 4 i (btkfa + bjkfa) = 0 , 

(*= 1 - 2 , 

Fur R.-Scheitel besteht 

/'“ o. 

Fur R.-Spiral ist p konstant, d. h. j konstant. Ist umgekehrt p 
konstant, so folgt 

P (e)= konst, p (p). 


(HI) 


Nehmen wir* 10 

(i ) g = ^ Qei.it & )Ai L 

Ul^l) 

als S.-Breite von j beziiglich e, so kann man den folgenden Satz be- 
weisen. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dasz R.-Breite 
von i beztiglich c konstant ist, ist die, dasz zwei Vektoren & und 
Ci zueinander parallel sind. 

(1) LEVI-ClVITA,. loc. cit. p. 275. 

(2) HlRAKAWA, J.: On the Relative Breath, Proceedings of the Physico-Math. Society 
of Japan, Vol. 17 (1935). p. 137. 
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Weiter kann man mit (I) den ahnlichen Satz in Hirakawas 
Arbeit beweisen/ 15 

Weiter definiered wir B : 

(2) 


tlpfl 

(3) 

2{(hP~hPtW 
{(hPi-*sPt)Zi} ’ 

(4) 

P(v)p{i(v)}+P(f+ K )p{i(v-* *)} 

q{<p)p{<t{<p)} 

(5) 

P ( 9)P U(<P)}+P (<P+ K )P {e(<P+*} 
q(9)p(V) 

(6) 

P (<P) p (c (V)} +p (f +-) p (c (<p +*)} 


q{?) p{e{<p)}+q{<p+~) p {t(<P+n)\ 


(IV) 


Nehmen wir p (v+ 7T ) anstatt q in Suss’ Arbeit,so ergibt sich 


( 1 ) 


p(9) 
p (<P+n) ' 

1 




ds 


p(<P+x)’ da 


= ]/>(?+») ds (p{<P+ 3T)>, 

PiPW) 




P {Pif + 5r )> 


s=fy>{f+n) ds{p{<p)}, 

21 {p(<p))=^rds=^rpdp(<p+x), u. s. w. 
und vier R.-Breiten werden : 


(A) 


j>fp)+j>(p+ff) _ p(<p) +1 
q(V) p(f+*) 


(1) HlRAKAWA. 1. c. pp. 138*144. 

(2) Sttss, W.: Zur Relativen Differentialgeometrie, I, Jap. Journ. of Math. Vol. IV 
(1927), p. 57. 
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(B) 


P(9 )/>{e(90) +j>(y+gy{e(y+«)) 
q 19) P {*{?)) 


_ P(9) + JjljP) 

p(9+*) />(?+»)’ 

P(9)+ P( 9+”) -I 

q(9)+Q 9+ n ) 

2{(Si~S»^i) —g 

In unsrem Falle sind (C), (D) konstant. In der Mittelpunkt- 
kurve sind (A), (B) konstant.' 0 
Aus (1) ergibt sich der 

Satz: Wenn R.-Abstand konstant ist, so muss j die Mittelpunkt- 
kurve sein. 


(C) 

ID) 


( V) 


Aus Hayashis Arbeit'* 5 und Douglas’ Werk ergibt sich: 


(1) 

Vk 2 

. **« 

- 2 \( 


¥ 

k t -k t tv 

wo 




(2) 

V" 

= 3 
4 

(k t +k,), 

so folgt 




(3) 

4 

0 ‘ 1 

( v v 

3 

Zx, 

Ky J 



2 

_yrjL_i 


■3 V ' 


dy 




(1) HlRAKAWA, J.: On the Relative Breath, Proceedings of fhe Physico-Math. Society 
of Japan, Vol. 17 (1935) p. 137. 

(2) HAfASHI, T,' On a Theorem due to Prof. NAKAJ1MA in the Theory of Surface, 
Tdhoku Math. Journ. 30 (1929) p. 430. 
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(3) besteht im Ursprung der Koordinaten, wo 7 , V in Douglas’ 
Werk c,) stehen. 


(VI) 


(1) Lis3xca&$i+y sin0<— p t =0 (t'=l, 2, 3) 

bilden ein Dreieck ABC. 

Mit 

( 2 ) A = s a.LA=0, B-i: fcLX*=0, ( 1 +/+*) 

kann man zwei Kegelschnitt bezeichnen. <S) 

So besteht 

3 3 

, o x 4 R,Rs=S a,pj cos sin 

(3) —- 5 -;- 1 -—/0*». *»,) 

S a. sin & sin ** • ^ 6 , cos i 4 , cos 1 4 * 

wo R< die Radien von Krummung im Ursprung sind. 

Aus (3) ergibt sich 


(4) 


d. h. 



d^ + ^L 

ds k Z*j 


d\ 


4 (tanjp, • Rj+tan <p t • R,) = 


9f_ 

3®. 


dK + *1 

ds t 


d*i _ 

dSj 


(4) ist die Bedingung da fur, dasz zwischen <p u <p t , R,, Rj bestehen, 
wo <p lt <p t die Deviationen von A, B sind. 

dsi, dSj bedeuten Bogenelemente von A bzw. B. 


(VII) 

Es ist wohlbekannt, dasz, wenn algebraische Kurve «-ter Ordung 
mit einer Gerade geschnitten wird, so im Schnittpunkt besteht 

(1) DOUGLAS, J.: A characteristic Property of Minimal Surface, American Math. 
Sciety Vol. XXXII, p. 635. 

(21 Vergl RAMLER, O. J.: Solution of GOORMAGHTIGHS Problem. American Math. 
Monthly, XXXVIII (1931,) p. 345. 

(3) REIS: Correspondence mathematique et physique de Quetelet, Vol. IX., p. 152, 
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(1) 


_ i _ 

i p t cos' 0 ( 


= 0 . 


Wenn 0* der Winkel von der Deviation ist, so folgt 

( 2 ) 

Aus (1), (2) ergibt sich 


tan e,=— 

3 ds 


(3) £ 


( )* iV 


(vm) 

Satz: Haben zwei Eiflachen im Punkt paralleler Normalen auch 
stets parallele Affin-Normalen, so sind sie homothetisch. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes fiber affin- 
parallele Eiflachen. 

Beweis: Indem wir die Bezeichnungen in dem Buch von 
Blaschke anffihren, erhalten wir ffir die beiden Flachen j und jc*: 

(1) e-e*, 3E=p3E*, 

Wegen 

folgt sofort 

P=<f. 

Wegen des Parallelismus entsprechender Tangentenebenen, wegen 
9<=B| i , 
folgt femer aus 

Pi**0. 

Also ist 
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( 2 ) p~<r= const. 

Bekanntlich ist num 

z=\k'v\-*- e, 

wo k die Gauszsche Kriimmung bedeutet. 

Also folgt aus (1) und (2) 

( 3 ) *(&*) = const.=p < . 

k(l) 

Da aber nach Minkowski eine Eiflache durch ihre Gauszsche 
Krummung bis auf die Translation eindeutig bestimmt ist, ist also jc* 
zu j homothetisch, w. z. b. w. 


(IX) 

Wenn zwischen drei linear unabhangigen x,, x«, %> einer linearen 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(1) + S-<+-^-8» = 0» 


wo 


( 2 ) 


GE,-FG„ 


1_ ;= EG-F 


EG,,—FE, ’ 2 E,F—G„E 

ist, cl) eine Beziehung 

(3) J ! =U+V, {U-/(«', 

besteht, und wenn aus derselben durch Differenzieren die beiden 
Gleichungen 

(4) j 

Is. - 


2c ’ 
V' 


2S 

(1) NAKAJIMA, S.: Uber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben, I, Tohoku 
Math. Journ. Vol, 30 a928) p. 142. 
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folgen, so besteht zwischen den x, auszerdem noch die Gleichung 

, 5 ) 

Sind unsere Kurvenscharen zueinander senkrecht, so folgt 
V' 

( 6 ) —-L-. 


Nehmen wir anstatt (3) 


so folgt 


(1) s ! =U • V, 


(2 S£„=U'V, 

(2) J 

2 ESl =UV', 


daraus ergibt sich 


(3) ( E „ E „! = 


«rU'V+UV'+ttJV 


(4) <rU / V+UV / +ttJ'V / =0 

ist die Bedingung dajiir, dasz unsere Kurvenscharen zueinander senk¬ 
recht sind. 


Besteht E *=-^- anstatt (3), so folgt 


2 &„ = - 


2JS« =- 


ao bekommt man 
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( 2 ) 

(3) V , U=<rU'V+AU / V / 

ist die Bedingung dajiir, dasz unsere Kurvenscharen zueinander senk- 
recht sind. 




Beitrage zur Geometrie der Kreise 
und Kugeln (XIV) 

Soji Matsumura 

'Accepted for publication, June 24, 1935 


(i) 

Wenn die Kreise £“(<), [«=I, II] senkrecht zur festen Kugel a 
sind, so folgt 

(1) ay®=0, 

wo o die Kugeln in R s sind. 

Setzen wir 

( 2 ) «J I +& n +rS l + 5 S I1 + «a=0, 

wo a, ft, r, s , 6 skalare Zahlen sind. 

Aus (2) folgt a(j 1 aj+/3(j n a') + j-(s , a')4 5(j II a) + e(aa)=0, 
d. h. s= 0 , 
also ergibt sich 

( 3 ) f={ti 1 +vi" + <rf}, 

wo /*, v, <5 skalare Zahlen sind. 

Aus (3) folgt 

( 4 ) f S n s n ) —K s'e’ 1 ) +1>( E n j n ) + <t( jY 1 ), 

d. h. 1 *t>, 

wenn j 1 senkrecht zu j” ist, so sentsteht 

(5) 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr. Taihoku Imp. Uuiv., Formosa, Japan, Vol. XV, 
No. 10, Augst 1935] 
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d.h. 

d.h. ( 6 ) Kreis (j n , j’)=Kreis ($ a , j 1 ). 

Sind a, j 1 , j 11 zueinander senkrecht stehen, so besteht (6 

(II) 

Die Minimallinien (C) auf einer Kreisflache sind 
Xe t e t )dt+{{o,o^-iR)dT=Q, 
{0'0 t )dt+{{efi^-riR)dT=Q, 
wo 

H=, i=-/-T 

Sind pe u , pe i! zwei Integrierende Faktoren von (1), so folgt 

(pe' ( [(0,0,)dt+ {(W-iH)dr)=dx4 idy, 

( 2 ) { 

\pe~ if [ 0,e,)dt+ {{6 t 0,)+i}i)dT]=dx-idy, 

daraus ergibt sich 

dx=p[{(0,0,)dt+(0 t 0 x )dr) cos 0+Hsin 0 dr], 
dy=p[{(0A)dt+(0,0 x )dr) sin0—Hcos 0dr], 

wo ds die Bogenlange von (C) ist. 

Die Integrabilitatsbedingung ist 

iP'P x ) cos^Hsin*}, 

(4) ] 

(-^{p-(0,0,) sin ( e > 9 t) sin i - cos *}. 




Aus (4) ergibt sich 
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wo 


(5) 


' jLH+H,+(e,o,)*,-(0,o,)*,=Q, 

P 

-£■( e l e t )K+'B.{(0 l e t ),-(0,0,) t -w,) 

P 

+(o,o,) 0, 


P> = 


dt ’ 



sind. 


Die Integrabilitatsbedingung von (5) in der Gleichung in /> ist 

3r L H J 


=—r 

*t L 




-(W-hm+(W < h,+(w^hwm ' 
( 0,0,) H J 


d. h. 


( 6 ) 


W=- 


1 

3 

- 0 

H 


_ 3r 


log 


(JW_ H 
' H (e,o,) 


d 

a* 


(o,oj I 

H J‘ 


Ist * eine LOsung von ( 6 ), so kann man finden p aus (5) und>» 
aus (3), so ist y=c eine isothermische Familie; dies ist die allge- 
meine LOsung von dy—0 oder 


( 7 ) ^ —_ ( OjO t) _ 

~dT Hcot *-(0,9,)' 

Bezeichnen wir mit (u , < v ■ die Kurven w=const. bezw. v— 
const, so folgt 


( 8 ) 


sin w=- 


H 


Y (0,0,10,0,) 


cos w= 


( 0 , 0 ,) 


v(o,o,) (o,o,) 


wo «/=Winkel zwischen tv) und («). Aus dem kleinen Dreieck (r), 
( t+dt), (c) ergibt sich so 

( 9 ) VTM 7) dr _ a _ sin y 

V(0fi t ) dt ■/(o,o,) sin(w-y) 

_ j/(W(W 

Hcot¥>-(W ’ 
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d. h. (10) «=- 


Hcotf-(ffA) ’ 


(11) tan <p= 


( 9,0 ,) + ( 9fit )« ' 


wo f=Winkel zwischen (v) und (c), (c) ist -£_=«. 

at 

Vergleicht man (7) mit (11), so kann man wissen, dasz die not- 

wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dasz ~^—=a isotherm¬ 
al 

ische Familie bezeichnet, die ist, dasz <0 


arc tan 


eine Ldsung von (6) ist. 


(e l 0,)+(0,e x )a 


Sind c, {(cc ; = 1} die pentaspharischen Koordinaten der Schmie- 
gungskugel im gewOhnlichen Sinne, <s:> so sind 

(1 > 4 :44M 

die pentaspharischen Koordinaten derjenigen von Thomsen so genan- 
nten Normalkugel, welche den Schmiegungskreis k in sich enthalt und 
zur Kugel z senkrecht steht. 

Nunmehr sind 


die pentasparlschen Koordinaten derjenigen Kugel, welche die Schmie- 
gungskugel c im Kurvenpunkte 

_(3) i{t), {'SJ)=0, (dsds)=df) 

(1) WHITTEMORE, J. K. : The condition for an isothermal Family on a Surface, 
Annals of Ma£h. 23. (1921-22) p. 52. 

(2) TAKASU, T.: Bin neues Dualitatsprinzip bei den Kurven im konformen Raume, 
Jap. Journ. of Math. Vol. XI, p. 195. 
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von aussen beruhrt und also zur Normalkugel —— senkrecht steht. 

do 

hat dieselbe Eigenschaft wie —4—. 
d<r do 

d *** 1 f dc 

. . ., ■ hat auch dieselbe Eigenschaft wie —-— 
do 4 ” 1 do 

Man betrachte jetzt die folgenden Kugeln 

J4n +T £ 

( 4 ) )y=cos a • c + sin a • 

rj in (4) hat dieselbe Eigenschaft wie r t in Thomsnes Arbeit. c,) 

J4n+1 f 

Der Winkel <p zwischen zwei Kugeln c, —- _ ist mit 

do 4 "* 1 

(S, cos-f-(— 


gegeben, so folgt 


<•> (4 

Gleichfalls ergibt sich 

17) 


( 8 ) (- 


(e d 4 " 41 ? 

)=°. 

do 

/ d U4t c 

<r ,f ’ c 

V d<T*"+ l 



-)=1, und so weiter. 


Man betrachte eine Kugelschar ' 41. 

Vier unendlich benachbarte Elemente der Kugelschar (4i bestim- 
men eine gemeinsame Orthogonalkugel 

! / da da * do' 




(1) THOMSEN, G.: Ober konforme Geo. II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. IV Bd. S. 132. 
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Die Kugel y ist die instantane absolute Kugel des N. E. Raumes. 


(IV) 


Im folgenden wollen wir fiber die Strttmung auf Kreisflachen un- 
tersuchen. ( ° 

Es sei <f(x,y t z) das Geschwindigkeitspotential der Bewegung, und 
auf der Kreisflache, auf welcher die Bewegung stattfinden soll, C!) sei 


'*=/» (t, r ), 

(1) 'y=fAt, r ), 

kZ =/»(*, r ), 

so ist die Differentialgleichung fur <p 

Zip 

z \ 

( 2 ) 


3 

( Vl0,e t ){0,0;)-{W ) 

» ( j 

) 


(V) 

Mit Lp-I: "\ m 3 kann man 2°° Punkte in R 3 bezeichnen, wo e“ 
die Kugeln in R, sind. 

Mit eS, [?-!’,?•.;] kann man 2«> Punkte in R» bezeichnen, wo e* 
die Kugeln in R« sind. 

Mit E®, kann man «> Kreise in R, bezeichnen, wo e* die 

Kugeln in R, sind. 

Wir kOnnen zwei neue Kugeln 

(11 REIFF/JR.: fiber stationare Stromung auf krummen Flachen, Math, naturw. 
Mittei {Mi Verlig von Fues in Tubingen. 

(2) KlRj$tj9QFFS: Monatsber. der Berl. Acad. 1875 Oder Gesammelte Abh. p 56 u. if. 
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(1) 0=1, II] 

P»I 

als Linearkombinationen der r* einfuhren mit Koeffizienten c“ deren 

* * 

Determinante j cl 14= 0 sein muss, wenn und $ einander nicht 

proportional werden sollen, und kflnnen dann ebensogut durch die 
* 

j? unsem Kreis darstellen, so sind wir imstande diesen Fall zu nnter- 
suchen wie in meiner Arbeit. (1) 


(VI) 


Wir betrachten uns nun die Abbildungsbeziehungen <l> 

(1) £=l'(t,T), r). 

Femer wird fur die Determinante 


( 2 ) 

das Symbol 

(3) 


|(s T ». (s n ). 
ks 1 )* (s n )* 

(t, k)=-(k, i) 


1 , 2 , 11 , 12 , ...) 


angenommen, fur das die Rechen-und Differentiationsregeln sofort aus 
der urspriinglichen Bedeutung abzuleiten sind, wo die partielle Dif¬ 
ferentiation nach t und r durch untere Indizes 1, bzw. 2 angedeutet 
wird. 

Durch 


(4) S '=t{t,r), s 1I =j i n (f, r) 

werden der Kurve 


7 = T{t) 


in der (t, r) -Kurve die Kurven 

(5) l U = l n {t, T(t)} 

in der (f, r) -Ebene zugeordnet. 

(1) NAKAJIMA, S.: Kugelgeo. von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agr. 
Taihoku Imp. Univ. Vol. H, pp. 6-36. 

<2) NAKAJIMA*S.: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and Agr. 
Taihoku Imp. Univ. Vol. II (1929) p. 36. 
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Wenn einer zweigliedrigen Kurvenschar in der < t, r) -Ebene ein- 
deutig die Gesamtheit der Geraden der (jc 1 , 5 °) -Ebene, d. h. der 
Kreisscharen zugeordnet sei, so folgt c ° 

(s 1 / (s n y 

(6) =0 (t ist Parameter). 

(i i r (s n r 

In diese Form der Differentialgleichung der Kreisscharen ist 
nunmehr einzufuhren: 

(s 1 /=(s 1 )i+(s 1 )* *•', 

(S n ) /= (5 M )i+(E n )* T \ 

(7) < 

(S I )' / =(S I )i.+2Cs t ) 1I r , + (5 I ) !S (r / ) , + (j 1 ) s r', 
(E ll ) // =(S n )n+2(s n ) B r'+( S 11 )«( t' )* -+ ( ) t r", 
woraus sich folgende Gleichung ergibt: 

( 8 ) ( 1 , 2 ) r"+( 2 , 22 )(r') s +[(l, 22)+2 ( 2 , 12 )] (O' 

+ [( 2 , ll) + 2 ( 1 , 12 )] r'+d, 11 )= 0 . 
Diesen Bau musz eine Differentialgleichung 
r"=F(f,r, r') 

haben, wenn ihre Integralkurven den Kreisscharen, d. h. den Geraden 
der (j 1 , e 11 ) -Ebene, entsprechen sollen. 


!1) BflkGEB, K. H.: Kennzeichnung der aquivalenten Kurvensyateme, Math. Zeit 
m Bd. (I93S) S. 42. 



On a Pair of Surfaces Mutually Related, I 

Soji Matsumura 

(Accepted for publication, Aug. 20, 1935) 


1 . We consider here 


( 1 ) 


y s , g h , i 3 s_ n 

A + A 


again , 05 when ( 2 ) (j;c)=l, we get 


(3 ) 

(SiS / )=“ , 

(4) 

(SiS')=—, 

<7 

(5) 

A=l, when (j,s')=l> 

where 


(6) 

, A 

Sl~ S + - Sr, 

a 

(7) 

t /_ S 

1 A ’ 

(8) 

l • (*■“ 4 ) 

so we have the 



Theorem: The cosines of the angles between j' and j t) j" are 

eaua/ to — res*. — , and A=1 is the condition that 5 ,, 1' touches 
A a 

one another, in which case the surface j is always a sphere. 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Vol. XV, No. 11, 
October, 1935J 

(1) S. MATSUMURA: On a Pair of Surfaces Mutually Related, Tohoku Math. Journ. 
37 (1934) p. 17. 
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2. When the inverse surface of the surface s' with respect to 
the sphere £ is equal to s' then we have 

(9) 

i. e. (10) A=<r. 

(10) is the condition sought. 

3. We consider the surface 

(11) t"'=eT* f’. s . 

Then we have 

(12) (*")--0, 

so s'" is a surface of Translation. 

4. We can easily show that 

(13) (s' // S I )=exp.(-“-+~t»)- |(SS) + -j-(ES«)| 

When (ss)=l. <j'Si)=l, then, from (13), we have 

(14) 1=exp. f-j- + 

i.e. (15) S'"-*, 

so we have the 

Theorem : When s is a sphere, and s'", St touch each other, then 
S coincides with s'". 

5. We consider two surfaces 

(16) s« =<T S«. 

(17) 

then from (16), (17) we have 

(18) (<r-*)Su.+*.S«-*..S.=0. 

From (1), (18) we have 



On a Pair of Surfaces Mutually Related, I 267 



i. e. (20) — —J or (21) <r= -i——-4-const. 

exp. SKav 

Theorem: When (1), (16), (17) exist, then we have (21). 

6 . When X) is the inverse surface of with respect to the 
sphere £, then 

(22) t) = -2(exp. j-y-+s, £)f+exp.(-|- + v) j, 

so we have 

(23) 

ft Si) = -2^exp.+ -" f|S,v((cj)+exp. {-— + -j-v)(U) 

~ 2 v exp - i~r + -jr v l *• 6 )t ( }+exp - (;r + ~t v )t ( ss } • 

If we put (jj)= 1, (cj)=l in (23), then 

(24) (hS,)=exp. j-1-4— 
so we have the 

Theorem: When c, j; are spheres and touch each other, then the 
cosine of the angle between i), j, is (24). 

7. The equation of the affine moulding surface may be oxpressed 
in the form' 15 

! x=v, 

y^e'^i^e^dv+U,), 
z=e~^" v (K&^'dv+U,). 

The surface obtained by reciprocal polar with respect to the 


(2) B. SU: On the theory of surfaces in the affine space, Jap. Journ. of Math. vol. 
1928, p. 204. 
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unite sphere from the surface (x, y, z) is given by the surface (X, 
Y, Z) where X, Y, Z are the solutions of the equation: 


(26) 


*u*v ^ H V ' H' 


When the surface with coordinates (X, Y,Z) is the central one 
of another surface, in other werds, when (1) and (26) coinside, then 


where 


(27) 


(28) 


H V A ’ H A ’ 


a — 


_ GE, —FG„ 


l k= EG-F 4 


EG„—FE„ ’ 2 E t F-G„E ’ 

*-=(•£-/ p =-(-vx- g =^): 

^ J ZyXu | 


X= 


H= 


H 


yvZu 
y v Zv 
X y z 
Xu y» z u 

x v y v £ 


Y= 


H 


x u y u 

Z = i i 

1 I, I x v y v j| 


From (27) we get 


(29) H=exp.(jid«) 0=— 


If we put (29) in (25) we have 

! x=v, 

y=e~ ^ dv ( 5 ^ dv+ U,), 

(30) ts the equation, which is the equation sought. 

8 . We have in affine Geometry 


(31)' 
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where 5 is the affine surface-normal vector and «, v=const, are the 
affine lines of curvature. 


From (31) we have 

(32) (-p- _ 4-)S“» + (4-) “[ 4-) 5 ” = °- 


When (32) is the control surface of a surface, in other words, 
(1) and (32) coinside, then we have 

(-B _ . 


so 


(33) 


>1 ’ 


(34) 


R. 

Rj 

/ 

tB _ . 


1 X ’ 

R, 

Rs 


/ l \ 

v R,'k 


ttV 


1 _ 1 

A= — 

Rj Rj 

/ 1 'j ' 

V Rj /• 


where <r and 1 must be calculated from the equation of the surface J. 

9. We consider two Laplace transforms S,, S_, of jc in (1), then 
the equations of S, and S.j are respectively 


(35) 


S.=S +—&. 

<T 


(36) • 

From (35) and (36) follow 
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(37) ( U-x )=f SS) +■— (S&) + M SSu )+— (S-J.)- 

a a 


When 5 is a sphere, then (j;c)=l, so we have 
(38) (he-,)-!, 

because we can put 

(s«s«)=o. 

So we have the 


Theorem: The two Laplace transforms of a sphere touch eath 
other. 


10 . Two surfaces j and j are said to be associated if the planes 
at corresponding points parallel, and to the asymptotic lines of either 
surface there corresponds a conjugate system on the other. Then 
we have 


(39) 

and (1) becomes 


--p ~ 27 

du du ’ dv dv ' 


(40) S».+-y-Xu+-^-E»—0, 


where 

(41) * = <r=<Pv- {fV} -1 . 

Put (41) in (3), (4), so we get (,) 

(42) (HE ')=-¥«, 

(43) (he")“P.* {f,} -1 . 


So we have the 

Theorem: In this case the (osines of the angles between &, s'; 
Si» I?are respectively (42) and (43), when s is a sphere. 


(3) J. M. STETSON: Conjugate Systems of curves, Annals of Math. 19 (1917-18) 

p. 112. 
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11. Next we consider Voss-surface <4) j, 

(44) 

oud v sin w ok sin w °v 

so the Laplace transform El , jc_, of ? are 

(45) St=E + -^—S». 

w v 

(46) E- 1 ==E+- in —5«. 

w v 

From this it follows that the coordinates 5 of the mean point of 
(45), (46) is 


(47) j= s + _l_(.JL_4--5^-)sinM;, 
2 iv, w u ' 


so we have 


(48) Sy.'=S? + — J -)sin ! M>, 

4 v w„ Wu ' 


when jf=1, 


+ '-^~+-^-')y.sinw, 

W v Wu 




1 ( G + JL+- 2F 


-) sin* 1 v, 


\ ^— C ’ j \ o o / — 1 

4 ' w, ur„ w„w v / 

where E,F,G curve first fundamental quantities of j. 

When the parameter lines upon form an orthogonal 

system, F=0 ; we have 

,50) s '= 1+ -4 (,-|- + -i-) sin ’“’- 


When Ss 2 =const., 


(51) (JL+JL'Wu^ 

\ ur„ tvi ' 


const. 


(4) J. B. DlLLER,: t)ber die den Enneperschen Flachen konst an ten negativen 
Krummungsmaszes entsprechenden Voszs Flachen, Wurzburg (1913). 
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From (51) follows the Theorem: 

When a Voss-surface is a sphere and the locus of the mean points 
(45), (46) is also a sphere. Then follows (51). 

The condition that jc may have equal invariant is 


(52) 


( w v \_ ?> ( w u \ 
du ' sin w l 3?; V sin w . 


sm w 


The tangent to each system of parametric curves on a surface 
forms congruences of Ribaucour when the point equation is 

(53) -w +UiV ^ +UiV --lr =0 ' 

where U, and V, are functions of u and v, respectively, and the ac¬ 
cents indicate differentiation. 

When (44) and (53) are indentically equal, then 

Vi 

111- 

(54) 


Wn _ Uj 

Vi 


w„ 


So we get the 

Theorem: m The taugent to each system of parametric curves on 
a Vos&-sur)ace i in (44) forms congruences of Ribaucour , then we 
have (54). 

Or we have the following 

Theorem : A necessary and sufficient condition that the tangents 
to the curve «= const, on a Voss -surface, whose equation is (44), shall 
form a congruence of Ribaucour is 


(55) 


3 < w, 


11) f 


( jgi 


%u ^ sin vo ' s sinw 


—) 
id r 


+ -w( loe i£r) =a ' 


sm w 


(5) L. P. ElSENrffcftT: Atreatise on the differential Geo. of curves and surfaces 
1909 p. 424. 
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We now get immediately the next Theorem: 

When in the point equation of a Voss-surface (44) — ?*-— or 

smu) 


tv * 


sin tv 


is zero, in other words, when w is a function of u or v alone, 


then the coordinates of the Voss -surface can be found by quadratures. 
When s is a curve then we get <C5 

3 

%v ' w u ' w u 

Tho condition that be a curve is cn 


(56) 4~ 

Vv \ UL. / W.. 


(57) 




( sin w \ 
\ w v ' 


w u 


w v 


The function h and k defined by 

(58) h-~ 1 


_ Wv > + WuWy 

v gin w ' sin* w 9 


k= 4-(-^)+- Wu ^- 

ov \ sin mi / sin’ w 


are called the invariants of (44). 

When w is constant in (44), then j is a surface of translation. 
By Darboux *-* 3 we know that when we can find one solution of 


(59) 


_ 3*0 

Zu’bv 


_ w v 

00 

w u 

30 

sin w 

du 

sinw 

dv 

_< 3 / 

f w v 

)+ 3 

( Wu X 

l ' 

< sin vo 

) z v 

' sin w h 


then by simple integration we can easily find the congruence which 
is conjugate to the parametric system.® 5 

Then we can easily reduce the following 


(6) 1. c. (5) p. 411. 

(7) L c. (5) p. 405. 

(8) Lecon, vol. 2, p. 225. 

(9) S. NAKAJIMA: Ober zwei Flachen, die eine Beziehung haben (III), Tdhoku 
Math. Journ. vol. 33 (1930) p. 160. 
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Theorem: In order that the curves of both /amities 
k= const., v=const. 

be congruences of Ribaucours it is necessary that 

(60) »UV, 

sin ui 

where U is a function of u alone and V of v alone. 0 ** 

From (45). (46) we get 

ffin 8 Si -{ 8 ( sinw «>. I 8 S 
Zv l 2v \ tv„ / », ) 2# 

and 


(62) 


^ / si n tv N w. ( 

0« 1 \ it, / », ) 8v ’ 


From (45) and (46) it is seen that the surface j, or j., is at 
infinity, according as 


or 


is zero. 


(63) 

(64) 


tv„ 


sin w 


w. 


sin tv 


CM) 


Also since we know that the tangent to the curves 
v=const. 

are to form a congruence of Ribaucour, we must have 


(65) 


sin tv 
tv. 


where U and V are arbitrary functions of u and v respectively/” 5 


(10) S. MATSUMURA: On a Pair of Surfaces Mutually Related, Tdhoku Math. Journ. 
voL 39 (1934) p. 19. 

(11) he. (5)p.40K 

(12) t.c. (10) p. 2L 
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Put 


( 66 ) 


r'- 8 

r* 


the coordinates x', y\ z' of s' will then satisfy the equation 

\ sin w cv ' cu 


(67) 


3«3t» 


+(-?-- 

V sin w ou t °v 


The coordinates of si, the Laplace transform of s', are given by 
equations of the form 


( 68 ) 


Si—X -- 


1 


S _ 
X 


- - *log; 

sm w Qv 


JxL 

dv 


dv 


dv 


\ Sinw on / 


Jl 

V 


where 


(69) X,= X- 


sin tv dv 
sin tv dX 


w„ 


dv 


Levy 0 ’ 1 has shown that every surface j which is cut in a con¬ 
jugate system by the developables of the congruence of tangents to 
the curves 


u— const. 


of a conjugate system s has the coordinates 


(70) 



h 

dv ’ 


where n is a solution of the Laplace equation (44) satisfied by j. 


(13) 


“Sur euelques Equations lin6aires aux 
Polytechnique, cahier 56 (1885), p. 77. 
X. 


derivdes partielles,” Journal de rficole 
Cf. also Darboux, Lemons, vol. 2, chap. 
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In the same way, surface S_i which is cut in a conjugate system 
by the developables of the congruence of tangeuts to the curves 

v= const. 


of j have coordinates 


(71) 


E-i=S~ 


ti h 
8« 


If we take ft defined by CI<) 


(72) 


(fh-P— 


sm tv 


w v 


2 P 
d v ’ 


i iffL-jipji; » iiog(_i k=_| -®e-, 

°u tv v I °u v- sintv/ sinu>) 


so that ft is the Laplace transform of ft then 


(73) 



- r _ ft 3 ft 

<>I> 1 8ft 

8« 


and by the theorem of Levy the coordinates of jc, the Laplace trans¬ 
form of j. are given by 


(74) 


S.=S.= 



J!£l. 


In like manner we get 


(75) 


(?-.=£ — 


3 S = 


8 /i 8« 


S-i 


8« 


8» 


S-*=E-i 


/*-i 

fy-_l 



Conjugate systems whose Laplace transforms in both senses are 


(14) L c. (3) p. 110. 
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lines bf curvature have been siudied by Guichard <18> and Calapso/ 1 * 5 
It is found that if (44) is the Laplace equation of the original con¬ 
jugate system j, the fundamental quantities of the first order, E and 
G, of the surface j, are given by 

' < 76 > g ='K-s-); 

where <p and <l> satissy the equations 

(77) * — 

°v sm w ou sm w 


Conversely, any conjugate system for which E and G are so 
related to the coefficients of the Laplace equation has lines of cur¬ 
vature for its Laplace transforms. 

If the Laplace transforms, jr, and of any conjugate system 
l which satisfies the Laplace equation (44) are lines of curvature, 
xf+yf+z? is a solution ot the Laplace equation of jc,, and +yi 1 +zL l 
is a solution of the Laplace equation of 

There must then be a solution A of (44) whose Laplace trans¬ 
form A, is jq+y?+Zi, and a solution whose Laplace transform 
is *?.,+/_, + 2 *,. 

We have 

(78) a+_““!? ®L. 

tv v OV 

Differentiating and remembering that ^ is a solution of (44), we 
have 


(79) 


3A,_( 3 ( w, w„w„ ( sin*w SA 

du < 3« v sin«; 1 sin* w > ur„ <>v 


Let the point M, whose coordinates x, y, z, lie on j, and let 
and M_, be the corresponding point on j, and and Si. are 


(151 “Sur les r6seaux qui, par la m6thode de Laplace, se transformed des deux 
c6t6s en r£seaux orthogonaux,” Comptes Rendus, vol. 132, 1901, p. 249. 

(16) “Un problema sui sistemi di linee fra loro conjugate e sulle relative transfor- 
mazioni di Laplace," Annali di Matematica, serie III, tomo XIII (1907), p. 203. 
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the Laplace transforms of a single conjugate system, then the equa- 


tion of the normal 

plane to the curve 

u=const. on S* is 

(80) 

v’/y—*- S “ 1 w 



d v / d v 

or 



(81) 

sx * -s* £ 

—sinjL g- 0 . 

W v 


For convenience we denote the left-hand side of this equation by 
k. The polar lines are now given by the equations 075 


where 


(82) K=0, K„=0, 


(83) 


K„=—SX 


( Wv 

^ sinw 



Wu 3 * 

sin w Sy 


+W_!Sk- d *+- w « *)-F 

^sinw 3 « sm w ov ' 


3 G sin w + q jin w 3 j og _ w, \ 
du u)u w v 3 « ^ sin to '• 


Similarly, the polar lines of the curves u— const, on Si are given 
by the equations 


where 


and 


L=0, L„=0, 


(84) 


L=SX 


dx_ 

du 


-s* 


dx 

du 


sin to £ 

tO u 


(85) 


L„= —S X ( 


w v 

sinw 


+ w u 
%u sin w 


dv 


) 


+E«( 


tO, 

sin to 


3 * + Wu 

du sino 



3 E sin to + E • sin to 3 f _ to„ 

dv to„ to„ 3 » v sin to 


(171 l c. (3), p. 125. 
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If the polar lines coincide, the plane K„=0 and L„=0 must both 
belong to the pencil fcK+/L=0. 

Now K«=0 can be written in the form 

(86) ——^—K-^-L-F- 

sin vo sin w w v °u 

+ logf—*)-JL e-J^G=0. 

w v ' sin iv w K w v 

If it is in the pencil, we must have 

(87 ) F+^E _jmj^ G 3 / _**_ ) 

w v °u Wv °u x sinw ' 


+J£i_E + -?^G=0. 

Wv W, 

Similarly, if L„=0 is in the pencil, we must have 
too \ p , sin w 3E _ sinto v 3 


(88) F +-- 


w u w u dv 


E-^-log(- &-) 

ov \ sm w ' 


+ J£i-E+ J^i-G=0. 

Wv w. 


On account of the identities 


(89) 

_ W v P__ 

Wv G= 

i 

3G 

sin«/ 

sin to 

2 

3 u ’ 

(90) 

- w ' E- 

Wu F = 

1 

3E 

sum 

sinu> 

2 

dv 


(87) and (88) become 


sin w 3G _ si n w • G 3 
2 Wv 3 W Wv 3m 

+ J£i_E, 
w u 


(log \ - r -—| 

V ( sm w 1' 


sinw 3E _ sin to • E 3 (_ w« j \ 

2 Wu 3# w.. 3v \ B i sin w )' 


+ Jl2_G. 

Wv 
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The condition gives the relation 

(93) ^ 
wl ur v 

In consequence of this relation, equations (91) and (92) become 

(94) 


0 log^/G =-^—log^ 


du 




(95) 


.^-logy-E-JLlog^ 


w v \ _ w 

sin w 

Wn \ 

in u) t 


W u 

sin w 


sm vo 


J»v_ 

sin w 


Hence we can put 
(96) 


w v 


dtp 


sin w 

Now equations (94) and (9d) give 


m>„ _ 

sin to 3 m ' 


(97) 

G=—— 

e*’’* V, 

sin x tt> 


(98) 

E- .f 

c*” -U, 


where U is a function of u alone, and V of v alone. 

Equation (93) shows that, without loss of generality, we have 
U=V=1, and obtain 


(99) 



while equation (44) becomes 


( 100 ) 


fflfl _ 3 <p 36> + 3y 30 
“dtfiv 3m ®m 3ti 


The parametric curves on j therefore form a conjugate system G. 
Also we have the Theorem: CM) 

A necessary and sufficient condition is that, if the parametric curves 

(18) P. J. Federico : Conjugate lines on a Surface, American Math. Monthly, 38 
{1929), p. 79. 
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are conjugate, and one family of circumscribing developables be a family 
of cylinders, then either 

Wy 

sin w 


sint# 


is zero, i.e. w- 

U or w—V. 


When 



(101) 

Wr _ V' U! u _ 

U' 

sinw> U+V’ sinu> 

U+V ’ 

then'” 5 x, y, z in 

(44): 


(102) 

U,+V, Uj+V s 

2- U » + 

U+V ’ y U+V 

’ u+ 

If in (44) 

h>„=0, i-e. tv=/(v), 


then'* 05 

r i Wv j 

x—\\1 x e v du+V lt 



sint</ 1 iv du + V t , 
2 = lU s <f *sinw *du + V s . 

If 


w,— 0 , 


Wn 

sin w 


=/(«), 


then the equations of the surface are of the form'* 0 


(19) I. c. (17) p. 81. 

(20) 1. c. (17) p. 79. 

(21) DAKBOUX, Vol. 1, (2nd ed., 1914), pp. 181-184. 
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*-*(«) [U,+V,+V*], 
y=tiu) [U.+VJ, 

_ f tCy 

e=fS(u) [U,+V t ], 0(«)=e “ 

12. We consider 

(103) ~j~^b = 0. 

Draw Normals X through j, then we get CM) 

(104) X» 5 .=X«s,. 

From (103), (104) we have 

(105) 1 (<rX„—X>) S„,+ <7*X„E«—X,5„=0. 

The condition that the point equation of (105) may have equal 
invariants is 


_L.i 


1+ 3 1 

( X. .. 

du 

^ 1 l«rX.-X.) > 

l+ 9v 

' l(»x.-x.) ' 


(22) KUBOTA* T: Differentialgeoraetry, V (Iwanami) p. 250. 



Uber Flachen und Kurven (XV): 
Einige Bemerkungen zu Kurven und Flachen 


Soji Matsumura 

(Accepted for publication, October 14, 1935) 


( i) 


Satz: Haben zwei Ei flachen in (w+1) -dimensionalen Rdunten 
in Punkten paralleler Normalen auch stets parallele Affin-Normalen, 
so sind sie homothetisch. m 

Beweis: Indem wir die Bezichnungen aus dem Buch von Blaschke 
ubemehmen, erhalten wir fur die beiden Flachen j und £*: 

(i) e-e* 3£=/»**, <*>=!,*. 

Wegen t)3E=i)*£*=l erhalt man p=a ohne weiters. 

Wegen des Parallelismus entsprechender Tangentenebenen und 
wegen l)<=Bi$,- aus pig* + pty? folgt p t =0 —ergibt sich 

( 2 ) /o=<r=konst. 

I 

Bekanntlich ist X=|K(s)|~« +s wo K die Gauszsche Krum- 
mung bedeutet Also folgt aus (1) und (2) 


(3) 


K (S*).—konst. 
KU) e 


Da aber nach Minkowski eine Eiflache durch ihre Gauszsche 
KrQmmung bis auf die Translation eindeutig bestimmt ist, ist also i* 
zu $ homothetisch, w. z. b. w.. 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Vol. XV. No. 12, 
November, 1935.] 

11) Vergl. MATSUMURA, S.: t)ber Flacheh und Kurven (XIV), Mem. of the Faculty 
of Sci and Agri, Taihoku Imp. Univ., Vol. XV (1935) S. 252. 
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( 2 ) 

Wenn die Richtungskosbus der Tangente, Hauptnormale und 
Binormale einer beliebigen Kurve b ebem Punkte mit a, ft, j ; l, m, 
n; ft, v beseichnet werden, so haben allgemein die Hauptrieder- 
kanten der Kurve der Schmiegungskugelmittelpunkte b dem ent- 
sprechenden Punkte die Richtungskosbus A, ft, a, ft, j ; wir 

bezeichnen mit p und r die Krfimmungs-und Torsionsradius der ur- 
sprunglichen Kurve, mit ft und r t die des Orts der Schmiegungs- 
kugelzentren.' 0 

Dann liefern die Fresnetschen Formeb 
da l da l 

-=s__, = ——, 

ds p ds, r, 

dA _ l di _ l 

— : —, -— ———. 

ds t ds t p t 

Daraus folgt 

ds t _ ft _ r, 

- - f 

ds p p 

also 

P - 1 - . 
r ft 

Aus metaer Arbeit (,) hat man 

(i) Ms) - , 

ftO?) TlO) ’ 

also folgt der 

Salt: Zwei Raumkurven j und seien einander dutch parattete 
Tangenten punktweise eindeutig zugordnet, so besteht (1). 

(1) NUGEL, F.: Die Schraubealinien, Inaugural-Dissertation xur Eriangung der Dole- 
torwurde, Halle (1912), S. 36. 

(2) MATSUMURA, S.: Ober JMSchen und Kurven (XOI), Mem. ot the Fac. of Sci. 
and Agr., Talhofai Imp. Univ, Vol, XV. p. 206. 
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(.3 ) 


Im folgenden mbchten wir die Ebenenkurven untersuchen. 

Es sei C eine Ebenenkurve, deren Gleichung mit polartangentia- 
len Koordinaten p, <p bezeichnet 1st, so folgt 

xt+*=(n-y 


* +;v ‘ VP ’ 


d. h. 


if ds \*_ /*J* dy 
^ dv > P d<P ' 



R* — W R’= —jHjLp' 

' I d<p' K IJI p - 

Man vergleiche bezuglicb dieses Zeichnens Hayashis 05 Arbeit, 
s bedeutet die Bogenlange der Mittelpunktskurve von dem Be- 
rGhrungskegelschnitt. 

(1) ist unsere Beziehung. 


( 4 ) 

1. Der Vierscheitelsatz und mit ihm verwandte Satze lassen sich 
aus einer Integralbedingung, welche die Geschlossenheit zum Aus- 
druck bringt, und der Konvexit&t folgem. 

Die analogen Verhaltnisse bei Eiflachen sind ieicbt zu untersuchen. 

Es sei e ein beliebiger Einheitsvektor, ? der Einheitsvektor der 
FlSchennormale, dvo das entsprechende Oberflachenelement der Ein- 
heitskugel K, P und S Produkt und Summe der zugehOrigen Haupt- 
krflmmungsradien. 


(1) HAYASHX, T.: On the Middle Point of the Osculating Conic of a Plane Curve, 
Rigakkaishi (Tokyo Kotoshihangakko), vol 19, pp. 1-1 8. 
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Dann folgt bekanntlich aus der Geschlossenheit 

(1) YtS) P dw= 0, jjef) S dw=0. 

Es sei H die Halbkugel von K, deren Mittelpunkt e ist, und 
P=P(-f), S-S(-f). 

Dann folgt aus (1) 

(2) S(P—P)'e£)dK>=0, $ (S-S)(e£)dw=0. 

an (H) 

Aus (2) folgt wegen der willkQrlichen e: 

Im Innem jeder Halbkugel H wechseln die Funktionen (P—P) 
und (S—S) als Funktionen auj K ihr Vorzeichen. 

2. Dieser Satz laszt sich auch dadurch beweisen, dasz (P—P) 
und (S—S) ungerade Funktionen auf K sind. 

Von ungeraden Funktionen 

/(O—/(-0 

gilt es nun, wie man erkennt, dasz der Menge ihrer Nullstellen eine 
ganz aus Paaren von Gegenpunkten bfestehende Jordankurve ange- 
h6rt. 

Haben nun zwei Eiflachen J und j' in alien Richtungen gleiche 
Breiten, so ist 

(3) P+P=P'+P', 
wenn p, p' ihre Stutzfunktioneq sind. 

Nach Weingarten ist dann auch [Blaschke: Kreis und Kugel, 
S. 110 (14)] 

(4 ) S+S=S'+S'. 

Es ist also 

s—S'— (S—S') 

eine ungerade Funktion auf K und es gibt eine solche geschlossene 
Gegenpunktskurye; wo S=S / ist. 

Haben zwei Eiflachen in jeder Richtung gleiche Breiten, so gibt es 
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auj ihrem gemeinsamen spharischen Bild K eine Jordankurve, too ihre 
Summon von Hauptkriimmungsradien einander gleich sind. 

Sonderf&lle sind Eiflachen konstanter Breite Oder Eiflachen und 
ihre Mittelsymmetrisierten. 


( 5 ) 


In SOss Arbeit 05 setzen wir p(0+x) anstatt <7 (?)> so hat man 


so foist der 


r(0«- 


P(0) 

PV+*V 


Satz: Wenn R-Abstand konstant isi, so ist £ eine Mittdpunkts- 
kurve. 

Man kann auch setzen 05 

S , ^4I( S )-I()c), 

worin das Gleichheitzeichen nur gilt, wenn £ eine Mittelpunktkurve 
ist. 

Weiter kann man die Formeln in Siiss Arbeit 05 verandem. 


( 6 ) 

Nach Kubotas Definition ist R-Umschreibendequadrat von £ be- 
zQglich e 


( 1 ) P(v)+P (9+ 7t ) - /> (?+%)+/>(?+!*) 

q(<p)+q(f+x) q(<P+s)+q (<P+fr) 

Nach Ganapathi 05 haben (1) ungerade Nullstellen fur <p, wenn 05 

0^f<2A. 


(1) SOSS, W.: Zur relativen Differentialgeometrie, I, Japanese Journ. of Math. IV 
(1927) p. 57. 

(2) L c. (1), S. 60. 

(3) GANAPATHI, P.: A note on the oval, Math. Zeit. 38 (1933-34), p. 490. 

(4) Vergl. GKRICKK. H.: Zur Arbeit von P. GANAPATHI: „A note on the oval," 
Math. Zeitachrift 40 Bd. (1935), S. 201. 
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Im allgemeinen kann man wie in meiner Arbeit bew e isen, daw 
wir ungerade Anzahi van R-umschreibendequadraten zu 5 tew. e haben. 
Dies ist ein verallgemeinerter Satz von Ganapathl 


( 7 ) 


A, B seien zwei Berfihrungspunkte von zwei parallelen Stfitzge- 
raden. Ziehen wir aenkrechte Gerade AC 


zu der Stfltzgerade an B. 
Wir definieren nun 


R.-(AC> 


/>(?)+/>(?+*) 

q{<p)+q(9+n) ’ 


R.-(BC) 


P'(?)+P'(P+*) 
P'(?)+q'(?+ }t ) ’ 


A us der oberen Definition folgt R- 
Konstantbreiteeilinie, wenn 



R.-(AC)=R,—(BC). 

Wir definieren R.—(AB*) als 

r ftOHAfp+ft) T + r p'f <p)±p^9±ji) 1 * 

L q(r)+q(9+x) J L q'(9)+q'(9+*) J, 


so gilt Jf, -Kurve c,) als R-Punkteilinie. 
Man kann auch definieren 


R.—(Flacheninhalt ABC), R.—(tan Z.CAB). 

1st in der gewOhnlichen Differentialgeometrie der Abstand zwisehen 
Fuszpunkt und BerOhrungspunkt konstant, so muss Eillnie ein Kreis 
sein. 

Aber ist in der relativen Differentialgeometrie 

$L M-gfflmt 


(1) V«HL JORDAN el Fibdlbr: Contribution a L’6tude de* Courbes convexea ier- 
mtea, Paria (1912), 9. 25. 
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so kaoo man setzen p (?)=const. q (f), d. h. s und e liegen In abnlich 
und ahnliche Situation. 

Wenn 


dann 

d. b. 


P(<P)+P(<P+*) -Q 
q(?)+q{<P+n) 


(= const.), 


P (<P) +P ( <P + n )-C [q (?)+Q (?+*)1 

[P {<p)-CqW\+\P (?+»0-c$(?+»r)]=o, 


so ergibt sich 

<P (?) + 0 (?-fn)«= 0, 
wo 

<p(v)^P (<p)-Cq(v\ 

so muss <P (?) it, Kurve sein. 


( 8 ) 

Wir definieren „R.- Diameter“ mit 

*•(?)+*'?+*) 

$(?)+$(?+*) 

wo r, s gewtthnliche Radienvektoren von s bzw. e sind. 

Wie in „R .-Breite“ kann man „R -Diamete/' in verschiedener 
Weise definieren/ 0 

Setzen wir 

■ foHfo +ilL-Ct.Kcroant), 
s(?) + s(?+ n ) 

so folgt 

{r(?)-Cs(?)> + (r(?+ jt)-Cs (?+»)> =0, 
d. h. r(f)—Cs[f) musz Pseueozentirsche Kurve sein. 

(U HOUUCAWA, J.: On the Relative Breadth, Proceedings of the Phyeko-Mathemati* 
cal Society of Japan. Vol. 17 (1935), p. 137. 
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Man vergleiche beziiglich der Pseudozentrischen Kkurve Hayashis 
Arbeit. 05 

Kann man ein Viereck, dessen R.-Diagonalen einander gleich 
sind, in einer Eilinie schreiben, so besteht 

y(y'+r(y+>r) _ rV+5)+jr(H-S*) 
s(f)+s(f>+Jr) s(f+l)+s(?+|»r) 

Die Anzahl von <p, wo <P (<p )=0 ist, in 0 <p < — ist ungerade. 

Lt 

So folgt der 


Satz: Im allgemeinen kann man in einer Eilinie ungerade An f 
zahl von Vierecken, deren R.-Diagonalen einander gleich sind, schreiben. 

( 9 ) 

Setzen wir R.-Affin-Norxnalen c * 1 2 3 4 anstatt Affin-Normalen in meiner 
Arbeit’ 5 , so ergibt sich derselbe Satz. 

( 10 ) 

Gericke 0 * 3 hat Ganapathis Arbeit erklart. Dieselbe Erklarung 
ist auch zu meiner Arbeit betreffs Ganapathis Arbeit nOtig. 

( 11 ) 

Im folgenden mdchten wir versuchen, das Eibereich mit dem 
Mittelpunkt zu charakterisieren. 

Man sieht leicht ein, dasz es in jedem Eibereich E mindestens 
einen Punkt gibt, der mehr als eine Sehne von E halbiert. Ander- 
seits beweist H. Brunn in seiner Dissertation (Ovale und Eiflachen), 

(1) Science Reports of the Tohoku Imp. Univ. Vol. 5, p. 303. 

(2) Vergl. SOss, W.: Zur relativen Differ entialgeometrie, I, Japanese Joum. of Math-, 
Vol. IV, 1927, p, 75. 

(3) MATSUMURA, S.: tfber Flachen und Kurv6n (XIV), Mem. of the Eac. of Sci. 
Agri., Taihoku Imp. Univ., Vol. XV (1935), p. 252. 

(4) GRRICKE, H.: Zur Arbeit von P. GENAPATHI: „A note on the oval/* Math. Zdt 

40 3d. (1935), S. 201. 
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dasz es in einem Mittelpunkts-Eibereich auszer dem Mittelpunkt 
keinen Punkt gibt, der mehr als eine Sehne halbiert. Ich will hier 
die Umkehrung dieses Satzes von Brunn beweisen: 

Sat* : Wird in jedem Punkt eines Eibereichs E hohstens mit einer 
Ausnahme O genau eine Sehne halbiert , so ist O der Mittelpunkt von E. 

Beweis: Man betrachte alle Sehnen, die von E Sektoren dessel- 
ben Flacheninhalts /<I(E) abschneiden. Sie umhullen eine Kurve 
C (/) und werden bekanntlich in ihren Beruhrungspunkten B mit C (/) 
halbiert. 

In meiner Arbeit im Tohoku Math. Journ, 39, S. 22 ff. habe ich 
klar gemacht, dasz bei der Ubertragung auf ebene Bereiche die Kurven 
C (/) infolge unserer Einzigkeitsvoraussetzung konvex sind und kon- 
zentrisch und schlicht den Bereich E derart uberdecken, dasz O der 
innere Punkt aller Kurven C (/) ist und dasz O also der Mittelpunkt 
von E ist, w. z. b. w.. 


( 12 ) 

Gericke 05 beweist den folgenden Satz: 

Wenn die Sehnen der konstantenLdnge 1 s lets gieiche Bogenstiicke 
abschneiden, so schneiden sie gleichen Fldcheninha.lt ab. 

Nach diesem Satz kann man den folgenden Satz beweisen. 

Ist ein Punkt R in einem Eibereich (E) zugteich Sehnen-und Urn- 
Jangspunkt, so ist E ein Kreis 

Beweis: Nach Gerickes Satz muss R auch ein Inhaltspunkt 
sein, so muss R ein Mittelpunkt von (E) sein. 

Aber R ist ein Sehnenpunkt, so muss E ein Kreis sein. 

( 13 ) 

Die konvexe Kurve C wird im folgenden als differenzierbar vor- 
ausgesetzt, so haben wir den folgenden 

(1) GERICKE, H.: Einige kennzeichnende Eigenschaften des Kreises, Math. Zeitschrift 
40 Bd. S. 419. 

(2) SOss, W.: Eibereiche mit ausgezeichneten Punkten; Sehnen*, Inhalts* and Um« 
fangspunkte, Tohoku Math. Jaurn. 25 (1925). p. 94. 
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Salz: Wenn die Sehnen PQ, deren Mittelpunkt von einetn Jesien 
Punkt O in C um konstante Lange 1 entfemt ist, stets gleiche Bo- 
genstiicke abschneiden, so schneidensie ab konstanten Flacheninhalt von 

2 • A OPQ+2 • \? OPQ. 

Beweis: C sei gegeben durch l(t), wo t der Winkel der Tan- 
gente mit einer festen Richtung ist. 

Der Mittelpunkt von PQ sei 
2 

bezeichne die Ableitung nach t, und setzen wir 


Ist 

J = const., 

so folgt 

(1) (X 1 / +3^A)(3E 1 +3E ! )=0. 

Die von PQ abgeschnittene Bogenlange ist 

b =\y^dt. 

Soli 

6=const. 

sein, so folgt 

( 2 ) (£+£*)(*;-££)=<). 

Der Inhalt von 

2 A OPQ+ 2 \/ OPQ 
ist 

S=£(3 i,Z')dt+(* u Z t ). 
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Soil 

sein, so folgt 


S=const. 


(St, £*)-(*„ 1i)+W, *,)+(*,. £*)=0, 
d. h. (3) (S.+S,, *[-%k)=0. 

Aus (1) und (2) folgt, 3Ei+I, sei parallel zu also (3). 

Umgekehrt folgt (2) aus (1) und (3). 




Beitrage zur Geometrie der Kreise und 
Kugeln (XV) 

Soji Matsumura 

(Accepted for publication, October 14, 1935; 

( i ) 

Wir betrachten uns den Kreisbiischel 

( 1 ) l={(h+uti+v(h+uh')+w[(h + uti + v(l t + «&)}. 

Es folgt 

( 2 ) f=nt+wm=m i +um t =m l +vm t , 
wo 

w = (j I +«E,) + t; j ^+KS s ), 

>»=(&+#&)+*'(E<+«E»); 
w 4 =(s 1 +t;s 4 ) + t(;(s l +t»s 4 ), 
nh=(h+vi s ) + tv (~E,+*>&); 

»*j=(Ej + m , E 1 ) + « (Ej+m’E*), 

»»,= (e 4 +m;e 4 ) + m ( h + m »), 

Ei E<» E<> m <> *», m Kreise in R, und u, v, w skalare GrOssen sind. 
Aus (1), (2) folgt der 
Sots: Man kann j mit (2) bezeichnen. 

( 2 ) 

Wir betrachten uns dann den Kugelbuschel 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Vol. XV, No. 13, 
November, 1935.] 
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( 1 ) Pf+PiV 1+. +Pn<pn , 


wo /, ft . <pn m+ 1 Kugeln in (n+2) dimensionalem Raum und 

p, pi SkalargrSssen sind. 

Wenn (1) zu f>,. <p„, / senkrecht ist, so hat man 


Piff) +Pi(?J) + . +P» f Vn/)= 0, 

P (/fi)+A(f , if’i) +. +P»(?«<Pi)= 0, 


P(f<Pr,) + Pl( 9i9») +.+ A. ( 9n9n)= 0. 


Es sei p, />i4=0, so folgl aus (2) 


... 

- (9j) 


1. 

0 (<pj) 

(fnfl) - 

••• (9n9n) (<Pj) 

= 

o. 

• 1 (?,/) 

l(/fl) - 

... u<p ) (//) 


(/*.) - 

.... if<p«)UJ) 


= (ff)-(f<P .-(/?»)*=0, 

d, h. (/f,)‘+(M)‘+. + (f<P„ >*=(//), 

d. h. cosVi+cosVs +.+cosV«=l. 

wo <Pi die Winkel zwischen / und <p t sind. 


( 3 ) 

Wir betrachten uns zuletzt den Kugelbuschel 

£ («, i>)=s («, t>; +< (u, v) ^ («, v), 

in R,, wo s, ^ die Kugeln in R, und t die skalaren Zahlen sind. 
Wenn 

(A) ^-dc=0 

besteht, so folgt 


$S«+<„=0, Jjs,+ <„=0, 
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( 1 ) 

(1) ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dasz 
(A) besteht. 

Wenn (A) besteht, so wollen wir unsem Kugelbuschel einen N. 
K. Buschel nennen. 

Wenn 

rj=\)-n s, 

so folgt 

7jn h w ~~ W * 

also 

( 2 ) , ?„y„=ip„y„-Mj$,,y„. 

Wewi 5 , y bzw. y einen N. K. Buschel bilden, so kann man aus 
(1), (2) wissen, dasz y, y auch einen N. K. Buschel bilden. 


( 4 ) 


Im folgenden mdchten wir die Formeln nach Green in Kreisflachen 
untersuchen. Es seien <p. 4’ zwei Funktionen auf einem einfach zusam- 
menhangenden Kreisflachenstiick. 

Dann ist c,) 

4) dO=^(P/',+Q/'x) dtdr, 

wobei 


P= 




w 


K 


w 


Es folgt 


«f=(0,0 ( )(0A)-(W‘. 


(1) NAKAJIMA, S.: Kugelgeo. von Mobiu9, Mem. of the Fac. of Sci. *and Agri, 
Taihoku Imp. Univ., Vol. 2 (1929) p. 36. 
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(1) Jv (f, 4) dO==JJj.iWl+l^IJrf/dr-J^dO. 

Das erste Integral rechts kann man nach der gewOhnlichen, nach 
Gauesz oder Green bekannten Formel in ein Randintegral QberfQhren: 

( 2 ) R = ft {(Pp),+(Qs&X> dtdr =^ (Pdr - Qdt). 

Dabei ist der Rand so zu durchlaufen, dasz das Kreisflachenstuck 
links bleibt. 

Nehmen wir die im richtigen Sinn umfahrene Randlinie fflr den 
Augenblick als f-Kurve eines orthogonalen Parametersystems, so wind 

,3) R— 

wenn durch 3:die Ableitung in der Richtung j,, also in der 
Richtung der inneren Normalen, angedeutet wird. 

Somit haben wir als die erste Formel von Green gefunden: 

(4) • d0 = — ^V'dO. 

Setzt man statt 4 in (4) * • 4, so erhalt man etwa allgemeiner: 

4) d0 = — *) dO— ^hp^jjLds— df-dO 

— — J ^[V(f, k) + Uf]dO- 

Vertauscht man in (4) <p mit 4 unter der Beachtung der Sym¬ 
metric von V (4,4), so folgt durch Abziehen die zweite Formel 
Greens '* 1 

( 5 ) 

Hier betrachten wir Kreise in R*. 

(2) Bx aschke, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, I, Berlin (1930) S. 173. 
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Wir untetsuchen drei Kreise j, a, 93, die durch die Schnittpunkte 
von zwei Kreisen 8* gehen. Man erhalt 

J=tf,8,+ff*8». 

93=c,8,+ Cs8j, 


( 1 ) 

1 st 

( 2 ) 

so ergibt sich 


d. h. 


(a t , bt, Ci skalar!). 


la, a t 
1 b t b, 
lc, c, 


4=0, 


S 

a 

58 


Ci 


a t 

b t 

Ci 


= 0 , 


I bi bi 

Ci c, 


—a 


a, a t 

Ci c t 


+58! 


ja, flj 1 

\b t b t 


!= 0 , 


also kann man sagen, derKras jc gehe durch den Schnitt-Punkt von 
zwei Kreisen a und 58. 


( « ) 

Wir wollen hier die Kurvengeometrie in R, untersuchen. 

Es seien 

F,(s 1 ,s n )=0, F,( S ’, S H )=0, 

zwei Kurvenpaaren. So kann man ein Kurvenpaar mit F (s 1 , s n ) be- 
zeichnen, wo 

F=aF,+/9F,, (a, ji skalar!) 

ist and jf, s n zwei Kreise in R, bedeuten. 
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Man kann weiter erweitem wie in van der Woudes Arbeit. (1> 

( 7 ) 


Es sei 

(1) M, f, s ,n , <)=o, 

die Gleichung eines Flachenpaars in R,, wo t ein Parameter und 5 *, 
(«=I, II, III) die Kugeln in R„ bedeuten. 

Aus (1) kann man leicht ein Paar von Charakteristik und RGck- 
kehrkante finden. c!) 


( 8 ) 

Weiter kann man meine Arbeit TO untersuchen wie in Eisenharts 
Arbeit. w 


( 9 ) 

Im folgenden mdchten wir dreifachschiefe Systeme im konformen 
Raume untersuchen. 

Dreifachorthogonale Systeme sieht man in Takasus Arbeit® 
grundlich ein. 

Mit 

(1) £=£ {u\ u\ »’), (ej=0, w’=m, u*=v, h'=w) 

bezeichnen wir den Flachenpunkt eines dreifachschiefen Flachen- 
systems im konformen Raume derart, dasz die Gleichungen 


(1) van der WOUDE, W.: Ober den Noetherachen Fundamentalsatz, Math. Ann. 
Ill Bd. (1935) S. 425. 

(2) LUKAT, M.: Bianchis Vorlesungen iiber Differential-Geometrie, Berlin und 
Leipzig, (1910), S. 20.# 

(3) MATSUMURA, S.: Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (1), Mem of 
the Fac. of Sci. and Agri., Taihoku Imp. Univ. Formosa, vol. V, (1932) p. 104, 

(4) ElSENHART, L. P.: Isothermal-Conjugate Systems of Lines on Surfaces, Ameri¬ 
can Journ. of Math. Vol. XXV (1903) p. 216. 

(5) TAKASU, T.: ttber breifachorthogonale Systeme im konformen Raume, Mo- 
natghefte fur Mathematik und Physik,'XXXVII Bd, (1930) 3, 13. 
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( 2 ) w=konst., «=konst, und w=konst. 


die drei Systeme von den zueinander senkrecht stehenden Flachen 
darstellen. 

Dann wird das konforme Bogenelement etwa durch 


( 3 ) ds*=djcrfj= Gudu h du h = Hi du h du\ (H* > 0), 


gegeben, da es sich verhalt: 



E1E22 = ^122 H 2 H 21 

SsSn^^m”"HjHjg /(B n ) 

X 2 E22 == H 2 H 2 j 

EsEn 555 ^i3i HiHj 8 ' 

EsEaa ~ ^232 H2H23 


ElEl 3 ~HjH J8 

E 2 E 23 = H 2 H 23 / ( B 23 ) 

EaEl3 = S ^132 

Esks — HsHjb * 

X3 E I 3 = H 3 H3 1 

ElEl3~ ^133 H 3 H 31 1 


EjlEs” ^*233 H 3 H32 / ( Bg3 ) 


E 8 E«=H 5 H 33 ' 

Mn=s-k m 


(B») 

(B b ) 

(B m ). 


Man kann dies untersuchen wie in Thompsons Arbeit / 0 Oder 
Takasus Arbeit ' 0 erweitem wie in Eisenhakts Arbeit .' 0 


( 10 ) 

In unsrer Kreisflache besteht ' 0 

(1) “(W- 

Man kann also 


(1) THOMPSON, D.: The Identical Relations between the Elements of any Oblique 
Triple System of Surfaces, American Journ. of Math. Vol. XXXV (1913) p.427. 

(2) TAKASU, 1. c. (5), p. 300. 

(3) ElSENHART, L. P.: Certain Triply orthogonal Systems of Surfaces, American 
Journ. or Math. XXIX (1907), p. 168. 

(4) NAKAJIMA, S.: Kugelgeometrie von MOBIUS, Mem. of the Fac. of Sci. and 
Agri., Taihoku Imp. Univ., vol. 2, p. 36. 
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mit 


(MO, (e, A), (MO 

bezeichnen, wo (0 t 0 x )=l 1st. 


( 11 ) 

Betrachten wir Kugeln 


V-n v - n V-n 

( 1 ) ^ 1 = S«,vSv, ^ = Sfl,vSv, . ^=S«.v5.,(»>N), 

V-l V-I v-l 

in Rn, welche die Beziehungen 

( 2 ) Sx=Sfl,vE», E* = S®s»\)»» .. 

V-l v-l v-l 


haben, wo a skalare GrOszen sind. 

Aus (1) und (2) ergibt sich 

( 3 ) V (g 

+.+ (s , 

so folgt 

(4) ••• + > (ft£»=l,2.»), 

also ergibt sich der 

Satz: (4) ist die Bedingung dafiir, dasz zwischen Kugeln 

Ei. ... s«; bi. .»?. 

in Rm (1) und (2) bestehen. 

Unsere Untersuchung fuhrt jetzt zum gleichen Resultat wie die 
fiber Involutorische Gleichnngensysteme. (l) 


(1) Vetgl. CORNBLY, A.: Untersuchungen iiber Involutorische Gleichungensysteme, 
In augural ^Dissertation, Gottingen, (1892). 
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( 12 ) 

Man kann unsere Kugelgeometrie auch auf die Differentialgeo- 
metrie der geradlinigen Flachen im elliptischen Raum anwenden. 0 ’ 


(13) 

Betrachten wir die Inversionsgeometrie von Kreisflachen. (,) Man 
kann setzen 


tan - = _ /( ¥,)(M , )-(W « 
HA, ft) 

_jj a , a) __ 

✓(WW-(W 2 


wo u — t, v — r sind. 

Denn 

( 0 , 0 ,) _ ( 0 , 0 ,) _ ( 0 , 0 ,) 


bestehen. 

In dem Falle von Kreisflachen kann man setzen 05 


df-Uimhi tan 

v (®.S>,) (0,0,) f (QED.qD,) ^ 


dtdr 


IMA dr*=0, 

( 0 , 0 ,) 


als LT-Kurven. 


( 14) 

Geben wir einen Kreis £ in R, als die Funktion eines Parameters 
t, und ( ° 


(1) BLASCHKE, W.: Differentialgeometrie der geradlinigen Flachen im elliptischen 
Raum, Math. Zeitschrift 15 (1922) S. 309. 

(2) Vergl. SO, B.: Certain Double Systems of Curves on the Surface, II, Tohoku 
Imperial university science report, 16 (1927), p. 656. 

(3) t Cm (2), p. 665. 

( 4 ) THOMBBN, G.: t)ber konforme Geo., Abh. aus dem Math. Seminar der Ham* 
butRischen Univ. IV Bd. (1925), 125. 
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const., 

{£ (4)-S (4))‘=const., 

so fblgt: 


^4)-* (4) 

sei parallel zu 

d£(4) + rf£(4) <*4 

dt t dt, dt x ’ 

Oder £ (4) - £(4) sei Parallel zu -4 — {£ (4) + £ (4)>- 

2 a4 

2 {£ (4) + £ (4') bedeutet den Mittelkreis von £ (4) und £ (4)- 

£ (4)~£ (4) bedeutet die Tangentenentfemung der beiden Kreise 
£ (4) und £ (4). 


(15) 

Nach einer von Weigarten ausgefuhrten Untersuchung 05 „t)ber 
die Differentalgleichung der Oberflachen, welche durch ihre Kriim- 
mungslinien in unendlich kleine Quadrate geteilt werden kdnnen" hangt 
die allgemeine Bestimmung dieser Flachenfamille von der Integration 
einer partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung ab. 

Es stellt sich namlich heraus, dass fur jede Flache der bespro- 
chenen Art ein Differentialausdruck von der Form 

(i) s -Slfc±i2.* + i(Ltrl.* 

+ * dz—d (r • r'J | ir-r'y' 

in das exakte Differential einer Funktion des Orts auf der petreffen 
den Flache ubergeht und nmgekehrt.'* 5 

(1) Sitzungsberichte der Berliner Akademie; Novemberhaft 1883. 

(2) KEINBECK, K.: tJber diejenigen Flaichen, auf welche die Flachen zweiten Grades 
durch parallels Normalen conform abgebildet werden, Inangural-Dissertation, 
Gottingen, 1836. 
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Dabei bedeuten r und r' die Hauptkrummungsradien, X, Y, Z 
die Richtungscosinus der Normale in einem Punkt jener Flache. 

Betrachten wir Kreisflache und soli umgekehrt X? das vollstandige 
Differential einer Funktion der Variabeln t, r darstellen, so kann man 
setzeu: 


( 2 ) 



(16) 

In Kreisflachen haben wir 40 

40 = 0 , 

d. h. 


d 

0 / 


f l- , r (<-(»«! | 

L y^x W-(W L */(<?aXM.)-(W J ’ 


so kann man setzen 


a, __ «W-g~<W-£ 




» 


vW«)(W-(W 


✓(«A)C<W-(W ' 


also folgt 




9t i/WfiKWj-wj * 


<W-g--W,)- 8T 

0r 




✓(»A)(W»W ’ 


(1) MATSUMURA, S.r Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugein, (1>, Mem. of the 
* Fac, of Sci, and Agri., Taihoku Imp. Univ, Formosa, Japan (1932), p* 104, 
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d. h. 


80 _ 80 80 80 

"^^ ,SS '8^ , ~8r “5T» 

so kann man setzen c>> 


0+i0=F (f+»>), »=■/ — 1. 


U) EISBNHAXT, L. P.: Isothermal-Conjugate Systems of Lines on Surfaces Ameri- 
can Journ. of Math. XXV (1903) p. 217. 



I- -n 
I- -n 

9 ii 1 
a i I 


*»K*a»r 


nl-AHffla 

S+BSR 


*#««*»»«»» 
m in « 

itnn = > 2-t 

«teS«ttWta B8r»it 
* * * « n n / a = 


aswrtawa asm* 

* / a = 

A * t* * • It 


*«• a 




ON A PAIR OF SURFACES MUTUALLY 
RELATED, II 

Soji Matsumura 

(Accepted for publication, December 14, 1935 


In this paper we will study about some conjugate curve nets on 
a surface. 


§ 1 


We consider the surface S, whose rectangular coordinates x, y, z 
satisfy 05 


then 05 


( 1 ) 


(2 ) 








_ »Z_ 

1 

_32_ 

1 


Zz 


~2 30 

3m 

' 2 

“00 

dv 


d u 



0V 




U- 




’ 


' V p ' 

dv 

). 



If S is the first focal sheet of a congruence, the second sheet S, 
is given by 

(3) *=,+ -*<• * 


’ 

z 1 =z+- 2 ^ 2z 


0«. 3 m 


4>,m 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ. Formosa, Vol. XV, No. 14, 
February, 1936J 

(1) ElSENHART, L. P. : Surfaces of Constant Mean Curvature, American Joum. of 
Math. XXV (1903', p. 383. 

(2) NAKAJIMA, S.: t)ber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben I, Tohoku 
Math. Journ. Vol. 30 (1928) p. 142. 
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From this it follows that the coordinates x, y, z of the mean 
point of the line have the expressions 


(41 






3 « 

A. 

0,<r ’ 


’ 


so we have 


( 5 ) £*=2*+-J- • £ (*jL)'+ZZx-%L. 




When £**=1, 

(6) 2*-l+-jg-E. 

When £**=const., then 


(7 ) 


0 . 


•E=const. 


(8) 0=jve const ' 5 '- Ed “<ft;+U ) 


From (8 ) follow the 

Theorem: When S is a sphere and the locus of the mean points 
is also a sphere, then (8) follows. 


§ 2 

The tangents to the curves v=const, on S form a congruence of 
Guichard is CS) 

< 9 > -s- 108 (4-)~r- k loe ’ /r -°’ 

where the rectangular coordinates of S satisfy 545 

(3) ElSENHART, L. P.: Congruence of Tangents to a Surface and Derived Congru¬ 
ences, American Jburn. of Math. XXVI (1904), p. 204. 

(4) 1. c. (2). 
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(10) ls«„+<7ju+s„=0. 


When S is the envelope of the cylinder, the lines of the con¬ 
gruence meeting at S along the conjugate directions w=const, must 
have the same directions, so that the derivatives with respect to v of 
the above direction cosines must be zero. 

Thus 


(ID 


3 / 1 3* W a 1 

dv 't/E 3 u ' ' 3» t/E 

— 1 3 x 

i t/E 3y 


^ t/E 

= 0. 


) 


3jc 
3 u 


§ 3 


When the conjugate system on S is composed of the lines of 
curvature, than c,) 


wher 


(121 


a= (\ozyE)„ x= _ i 

(logt/G),’ (logi^G),. ’ 


(13) ^ + <r j u +j, — 0. 


We find that for the tangents to the curves u= const, to form a 
congruence of Ribaucour, it is necessary and sufficient that c,) 


04, ’(-?) *(fl 8,1 *(t) 

du 

i. e. U5) E=(function of v) exp. {("function of w)* 
(function of v)}. 


(5) EISENHART, L. P.: Congruences of Tangents to a Surface and Derived Con¬ 
gruences, American Journ. of Math. vol. XXV \1904 , p. 189. 

(6) MATSUMURA, S.: On a Pair of Surfaces Mutually Related, Tohoku Math. Journ. 
vol. 39 (1934), p. 18. 



310 


Soji Matsumura 


§ 4 

Suppose that we have given two A-surfaces S, and S„ with re¬ 
ference to their lines of curvature. 

Denoted by w, and w, the distences from the origin upon the 
tangent planes to Sj and S. at corresponding points, then we find that 
to, and Wi are particular solutons of the equation 1 ^ 

(16> __ 3 jpg sin w VF_ _ 3 log cos w 3 IF _q 

3m3 v 3t> 3 m 3m 3t> 

When we consider the surface, S, whose point-coordinates satisfy 
(16), then <9) 

, 3 log V E 3 log sin w 

1 3y 3ii * 

U7) 

/ 3 log V G 3 log cos w 
1 ■ *ir _== 3 M " ’ 

so from Eisenharts paper, follows the 

Theorem 1 : The necessary and sufficient condition that the tan¬ 
gents to the lines of curvature v= const, on S from a congruence oj 
Ribaucour, when S-surface is isothermic surface , is 
02 

3 m 3— [1°2 (log cos »)«]=0. 

Theorem 2: The condition that the point equation oj S may have 
an equal invariant is 

(18) (log sin «>)„,,=(log cos 

§ 5 

Consider a surface S, whose rectangular coordinates x, y, z satisfy 

[7} ElSENHART, L. P.: Surfaces with the same spherical Representation of their 
Lines of Curvature as Pseudospherical Surfaces, American Journ of Math. vol. 
XXVII (1905), p. 118. 

(S' ElSENHART, L. P.: Congruence of Tangents to a surface and Derived Congru¬ 
ences, American Journ. of Math. vol. XXVI (1904), p. 189. 
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(19) 


3*0 <r 30 1 30 _ ft 

3 M 3i; + ~X 3« + A 3» U ’ 


where' 05 

( 20 ) .. . 

EG,,—FE, 2 E.F-G.E 

If S is the first sheet of a congruence, the second sheet is given 
by 


(21) x,=x+Xx u , y^=y+Xy , z,=z+Xx u . 

From this it follows that the coordinates x, y, z of the mean point 
S of the line have the expressions 


( 22 ) 


x=-x+ 1 X Xu , y=y+ -1 Xy ,, 


2 = 2 + 



From this we get (10) 


(23) 





. 


Next we consider a radial transformation 


(24) 



2 = 


2 

» 


then the coordinates x , y', 2 ' of the surface S' will satisfy the equa 
tion CI1) 


(25) 


W9' (_ <j 
dudv v X 


%V 


log,, )“55' 



3m 


, \ 30' 

108 n-w 


From (23), (25) we get 


(9) L c. 2 . 

(10) 1. c. (3\ p. 186. 

(11) STETSON, J. M.: Conjugate Systems of curves, Annals of Math. 19 1917-18), 
p. 108. 
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(26) 

X 

du*v L / 

A J* 3 m + A 

- dx 
- x—— 
3 » 


= — 

■_Lj[ * (JL’ 

2 1 3 m ' 1 > 

)~i-(T-) + s ^ 108 

a)]- 

(27) 

0 ' 

(wM- 

* - 3 teg/Ae'-* 8 ' 

X tv * ' 3 m 




*(- 

i ~ 8 « loe ") a, ’• 


If the surface S, 

S' are spheres 

then from (26), (27) 

follows 


(28) 

i-®* =_ 
3 m3u 

i*[ 

-f 

,3» V 

<7 N 

X / 

)- — (—) 

> d v V x > 


-L. 

3* 

log( 

1 ' 



i 

3m3j; 


)\ nX 

(29) 

B (-*?-). 
\ du<>V > 

= 0. 




When 

— 1 -if® 1 

2 L3m 

( * V 

bn 

_ 3 

(-1- 

-)* to8 (-!-)j 


in (28), then 

(30) 


x 


_ 3 S *_ 

dtidv 


=0. 


From (30) we get 

(31) x„x t ,=0, 

because 

(32) x„Xu+ *£„.=0. 

From (29) we get 

(33) M,=0. 

From (31, (33) we know that «=const., v= const, are orthogonal 
curve systems, so we get the 

Theorem 1: When 
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<*•> 

and the surface S is a sphere , then the parameter curves 
w=const., const. 

are orthogonal. 

Theorem 2: When S' is a sphere, then the parameter curves 
u= const, and v= const. 


are orthogonal. 

When the condition 


,35 ‘ -l ("i l 0 »(i)-° 


is satisfied, then the point equation of the mean surface of C becomes 0 * 5 

o , 3 . 1 \ W l de 

■ + (r + -s- | °* T>sr + T 


(36) 


3«3t> 


dv 


= 0 , 


so we get the 

Theorem 3: When the mean surjace of C is a sphere then the 
parametric lines w=const, and «=const., are orthogonal. 


6 


The coordinates of S will satisfy 0 ’ 5 
(37) 


3 \ 30' 


3m 


3t> 

i \ 3r 

loe '')-5T- 


?>u 


From (37) follows 


(12) 1. c. (3 , p. 183. 

(13) 1. c. (11) p. 108. 
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(ss) H-f + -^r to g") a (-r + ^r l °«' 1 ) 

du %V 9 

* *(t) 8 (t-) 

du %v ’ 

so we have the 

Theorem : When the point equation of S has an equal invariant, 
then the point equation of S' also has an equal invariant. The con¬ 
verse of this theorem is also true. 


§ 7 

We consider the surface S, whose rectangular point coordinates 
x, y, z satisfy the equation'” 5 

f oQ\ ® 2 V _ 3 log sin w dV _ d log cos w d'F « 

' ~hfip " d v du d u d v 

If S is the first focal sheet of a congruence, the second sheet S, 
is given by 


*-*- (lisp-*)"*,, 


( 40 ) 


du 


From this it follows that the coordinates *, y, z of the mean point 
of the line have the expressions 


( 41 ) 


(i-x- {2 IMjpi?)-*,, tMasmy’y., 

(j_ 2 -(2-2J»“!*)" fc . 


(14) 1. c. (7j. 
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From Eisenharts paper 055 it follows that the necessary and suf 
ficient condition that the tangent to the curves v= const, on S form 
a congruence of Ribaucour, is that the functions w satisfy the condition 

(42) — - (-X— logsinu;)+- -(- 5 — logcosto ) 

CuOV \ ov / Cuov ' ' 

—J*- l°g (- 5 — log cos k/)= 0 . 

In a similar manner we find that for the tangent to the curve 
«=const. to form a congruence of this kind, it is necessary and suf¬ 
ficient that 

(43) - _ x -(-5— logsmu/l+ - — logcosw) 

OUOV \ OV Ofl OJ) \ Ou / 

+-. - (- 5 — logsinw;)= 0 . 

ouov ' ov ' 

Subtracting these two equations of conditions we get 

3 s logflog sin w • log cos w) 

( 44 ) _ \ oy °u _' _ 

3«3i; ~ ’ 


so that for the tangents to the curves of both families to be congru¬ 
ences of Ribaucour it is necessary that 

0 v 0 / 

(45) -g—-^log sinn;)*-g— (tog cos • V, 


where U is a function of u alone, and V of v alone. 

However, this is not the sufficient condition. 

When the condition (42) is satisfied, the point equation of the 
mean surface of C becomes 

(461 ■^ _ ['v ( lo2sin "’) + 1 io8 U i ° 8cos “’)K 


_ 0 _ 

du 



COS Wj 


?> 0 _ 

d U 


0 . 


05) L c. (5), p. 187. 
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S 8 


If e 7 is a solution of the equation '10), the surface, whose co¬ 
ordinates x, y, 2 are given by 


(47) 


x=- 


z 


V = -JL 2 
y e f ’ e 7 


is referred to at a conjugate system. 

In fact, the point equation of S is 

(48) f/JL+<A— -+(!-+*)-* =0. 

1 3 u*v v >1 +?v ) 3 u + V >1 +V ”) 3„ U 


When 


(49) 


(<Pu= — 


X ' 


«V- —i 


then (48) becomes 


(50) 


_ 3 l e_ 
3 w3t> 


= 0 , 


so we get the 

Theorem: When e 7 is a solution of (10), and (49) exists, then 
S is a surface of translation. 

When 

(51) — \-du-^-dv =0 


in (10) exist, then 

(52) d<P= 0, 
i. c. (53) ?=const., 
so we have the 


Theorem: When (51) exists, then <p in (47) must be constant. 
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When the condition 


•*r(-r'-3r(4- ) + w k ® (x)" 0 - 


is satisfied in ( 10 ), the point equation of the mean surface of C be- 


<j 3 . 

X+XT 108 


_L 1 . i 33 

X 'J 3 « X dv 


From (54) and (55), it follow that 


, cc , 3*0 ,rr 9 /1 Nj.,1 9 0 L i 3 i? _ n 

56 a«V + U 3p v X / ] 3 m + A dv °* 

When in (56', or -y- * s z£ro ^ Men the coordinates 

of the surface, whose rectangular coordinates satisfy (56), can be found 
by quadratures. 


When the condition 


,57) TSS 


106 (x )“ 0, 


is satisfied in (56), that the point equation of the mean surface be- 
comes c,7) also 




+„L _2L=o 

1 5k 


The condition of equal invariants in (55) is 


(~r ) + -w log ("r) = ~t(i') 


and the same condition in (10; is 


(16) 1. c. (3;, p. 188. 
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(601 ^r(-r)-4(4). 

From (59) and (60) follows (57), 

If we find the condition of equal invariants in (58), then we get 
(57) also. 


§ 10 


Consider a surface S reffered to any conjugate system of lines 
a=const, and v =const.; then the rectangular coordinates x, y, z of its 
points are particular integrals of an equation of Laplace of the form 075 


(61) 


3 S 0 ^ a 30 ^ 1 30 

3m9zT + T ~d^~ + ~ l' "5JT 


Let jtj, y u z, denote the coordinates of the point on the second 
sheet, S,, which corresponds to the point (x,y,z> on S, then 

(62) *,=*+-1-^-, y,=y + A-|^-, 2 ,=2+l-^-. 


The equation of other focal sheet S_, is 


(63) 


*- 3 =x + 


o 


dv ’ 


y-i=y+ 


A dy 
a dy 9 


2 -i 



d v “ 


From (62) and (63) we get 

(64) U. 1 .4,) = (*.»)+4(*.^-)+-L( J _|i.) 


+-i( -I s -4 s -) 

a \ ou vV 

When S is a sphere, and S,, S_, touch each other then from 
(64) we get 


(17) 1. c. (2). 
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(65) 




so we have the 

Theorem: When S, and S_, touch with each other and S is a 
sphere then curve systems i>=const. and d= const. are perpendicular 
to each other. 


In this case, when S is a sphere and S,, S., 
to each other then from (64) we get 


( 66 ) 


I d* 3* « 

V “&u 3d ' P 


are perpendicular 


From i66) we can find the angle between «=const. and d= const. 


§ 11 


We consider the surface S, which is transformed from the surface 
S by the relation 


(67) 


x=x — 

\ 

I- 

x—z—- 


J- _ 

a 3d 

^ 3 z 

a 3d ’ 


3* 
3m ’ 


y-y— 


a 


dy_ 

3d ’ 


and the radial transformation 


( 68 ) y'=-^, 2 '=—, 

P P P 

then from (67) and (68), we get 

(69) (s'*)—— (xx )—— (xx v )-Hxx u ). 

P a 

When S is a sphere, then from (69) we get 


(70) (x'x)=JL. 

P 

From (70) we can caclulate the cosine of the angle between S' 
and S. 
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(71) £(X-*+-i-*,+ J* B )*,=0 

is the equation of the plane through X and normal to the curve 
v= const. 

From (71) we have 

(.72) £'X*„-**„ + — ^+^„x.)=0, 

' a ' 


or 


(73) S(X*„-**,) + -— G+AF=0. 

<X 


When S is a sphere, then (71) becomes 

(74) £(x*„+-^a()=0, 


or 

(75) vxji, + 1g=0, 

a 

By the same reason the equation to the plane through x and normal 
to the curve 


u— const. 


is 


(76) SX« tt +iE=0, 
where S is a sphere. 


§ 12 


For all surfaces whose rectangular coordinates satisfy an equation 
of the form 


(77) 
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the tangents to the curves 
const. 

and that to the curves 

u= const. 

form congruences of Ribaucour. 083 

From (77) we know that 

(78) JL(UV') = JL(U'V), 

ou °v 

so we get the 

Theorem: The point equation, whose rectangular coordinates 
satisfy (77) has equal invariants. 


5 $ 13 


We consider here (36) 


or 


(79) -J 


2 * 0 _ 
du^v 


■c 


dv 


log 


30 

~du 




1 30 


i d v 


=o 


again. 


If F be the surface whose rectangular coordinates x, y, z satisfy 
(79) and if F is the first focal sheet of a congruence, then the second 
sheet F, whose rectangular coordinates are x lt y x , z,, is given by c ” 3 


(80) 



[- 21 * • 

3 

/ 1 X " 

I 3 *. 

dv 

dv 

"W ' . 

1 3m ’ 

_ 

[- 21 *- 

d 

.(——)—<r 1 

| 0 y 

dv 

dv 

V 1 J 

1 3m ’ 


[- 21 *. 

d 

.(- L)-„l 

dz 

dv 

dv 

( 1 1 J 

du 


(18) ElSENHART, L. P.: A Treatise on The Differential Geometry of Curves and 
Surfaces, p. 424. 

(19) ElSENHART, L. P.: A Treatise on The Differential Geometry of Curves and 
Surfaces, p. 405. 
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In order that F, be a curve, *,, , z, must be function of « alone. 

From (80) it follows that the condition for this is 


or 


( 81 ) 



a 


(81') 2-| —=<r. 


In like manner the condition that F_, be a curve is 

0 


(82) 


_ 0 8 

du%V 




3m 


dv 


(■ 


(i ) 

v“r ] 


log 

A ' A* 


§ 14 

We consider now two surfaces 


(83) x=fi(u,v), y=y t (u,v), z=<p a {u,v), 

and 

(84) x=<f t {u, v), y=V t (u,v), x='F^(u,v), 


and the transformation^ 5 

(85) <Pu=Vr, 

then from 

( 86 ) A ^> U! .+=0 

we get 

(87) l<F m +«<F,-<F u = 0, 

where 

! 1 1- ~gg+/ g^+/g« 

2 gj+e u g ’ ’ 


(20) FORSYTH: Theory of Functions, Cambridge, (1918), p. 9. 
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This equation belongs to a parabolic one. 


§ 15 


Consider the surface S in reference to any conjugate system of 
lines 


(89) u= const., v= const.; 

then the rectangular coordinates x, y, z of its points are particular 
integrals of Laplace’s equation of the form 


where 


(90) 


(91) 


3 2 0_ , _a J8_, 1 _ 3 f_ = 0 
dudv X 'du X dv ’ 


GE,-FG„ 


EG„—FE„ 

(92) ds*—Edu* + 2 F dudv + Gdtf, 

and ds is the linear element. 

When 


1_ a= _E»-P_ 

2 E,F-G,E ’ 


EG 4= F*. E,F=G„E, 

it follows from (90 1 that S is the surface of translation. 

Now we consider the snrface S 1( whose rectangular coordinates 
x,, y-i, z, satisfy the relation 

(93) x 1 =x+ix„, yi=y+iy u , Xt^z+iZu, i=V- 1 , 
then we have 

(94) S*i=Sa , +2jX**..-r* 2 «. 

When S and S, are both spheres, then from (94) we get (,I) 

(95) E=const., 
so we have the 

(21) 1. c. (2). 
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Theorem: When S and S 1 are spheres, then (95) follows. 

§ 16 

We consider the surface 

(96) X=3 (S+»'S). 

wnere j, j are also two other surfaces /* 83 
From (96) we have 

I E [(2 i +1 + 2 t'A„) E—E+/AE.], 

[G-G= 2 /«F], 

~F=-h [(1 + i+ilj F+niE-F+UF u -l flEJ, 

so the eqnation of the automecoic curve of the K-surface and the 
surface is 

(98) [2 (1 + K) E + i E+ AE„] dw* 

+ 2 [(1 +1„) E+t'F+/*E+ AF„ J^E,] du dv 
+ L* G +2 /uF] dv 1 , 

and the equation of the anti-automecoic curve of the K-surface and 
the j-surface is 

(99) [2 (t +1 + iK) E—E+i'lE«] du 1 

+ 2 [(2 + i + i 1 u ) F—F +fii E t A F„—| »'A E„] du dv 
+ [2 G—G+ 2 /«'F] di?. 

§ 17 

If we but, in the equation in one of my previous papers /* 13 

(100) S=E+-!s„, 

(22) NAKAJIMA, S.: t)ber zwei Flachen, die eine Beziehung haben, (II), Tdhoku 
Math, Journ, 33. (1930) p. 153. 

(23) NAKAJIMA, S : Ober zwei Flachen, die eine Beziehung haben, I, Tdhoku 
Math. Journ. 30 (1928) p. 142. 
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then we get 

(101) *x»+*.&+(l-®) £„=0. 

From (101) we get 

(102) ^ &,£«•+ ^t£«S„+ ( \-v) S„E„=0, 


or 

(103) ^AE„+A,E+ (l-u)F=0. 


From ( 10 ) we have 


(104) A £,{„„+ ^E„s, + {\—v) E„E,=0, 
or 

(105) \ A G B +^,F+ (1— 1 >) G=0. 


From (104), (105) we know that 


106) 


1-v _ FE„—EG„ 

X 2(EG—F) ’ 


l =exp. 


\ 1 r G„F—GE„ 
l 2 J EG-F 



From (106) we can find v. 

The condition that the point equation of S, whose rectangular 
coordinates satisfies ( 101 ) may have equal invariants, is 


(107) 


3 ( G„F—GE„ ) 3 ( FE„- EG„ ) 
3« ( 2 (EG—F) J 3d [ 2 (EG-F) J. 


§ 18 


If we put 

<108) E=E + ^E«, 

(109) b=b+ *•£«+*£••.=«£„+V&, 
in the same equation, (!4;i then we have 


(24) I. c. (23). 
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(110) ^S„,+ (^-/<)S«+( 1—v)s„=0. 
From (110) we have 

( 111 ) 


— [i G„F—E pG 

X 2 (EG^P) ’ 


( 112 ) 


X-v_ 

X 


E,F-G„E 


2(EG—P) ' 
When in the equation (110) of the surface 

(113) =0 ' 


or 


(114) 


E„F—G„E _ q 


EG-P 


is zero, the coordinates of the surface S, whose coordinates satisfy 
(110), can be found by quadratures. 

The tangents to the curves 

(115) v= const. 

from a congruence, C, for which S, whose rectangular coordinates 
satisfy (110), is one of the focal sheets. 

Let x ,, y ,, z, denote the coordinates of the point on the second 
sheet, Sj, which corresponds to the point (*, y, x) on S. 

From this definition it follows that 


(116) 


*! = *■+ X„ , 

G„F—E„G 

2 ( EG- P) 

* * G„F—EpG 

U-.+ yg G -;g-A. 

v G U F-E U G 


where 


E, F, G 
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are a function of u and v. 

In a similar manner, the tangents to the curve 
u= const. 

on S form a congruence C-, with S for one of the focal sheets and 
a new surface S_, for the other focal sheet. By analogy, we know 
that the rectangular coordinates , z_, are given by the equations 

„ 2(EG—F) „ 

’-~ x+ 

n17 N { y —y -f 2 (EG — F) 

(11/) y + E,F-G„E y "’ 

z. 1 = z+ 4^--5i 2 ,, 

E.F—G„G 

Now we consider a radial transformation 
(118 *' = * , y= , 2 '= * , 

then the coordinates x, y\ z of S' will satisfy the equation 

E,G-G„F 3 


(119) 


d"-d' 
3 u^v 


2 (EG—F) 3» 
GJE-FE, 3 


Z0' 

3m - 


- log - 
log ^ dd 


dv 


^2(EG-F) 3« 

The equation of the normal plane through (*_,, y_,, z.,) to the 
curve 


m= const. 


is 


(120) S(x-Jt- 


2 (EG— F) 
E t E—GJE 


*„)*«= 0 . 


From (110) it follows that the coordinates x, y, z of the mean 
point of the line have the expressions'* 55 


v 25) MATSUMURA, S.: On a pair of surfaces mutually related, Tohoku Math. Journ. 
39 (1934), p. 17 
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(126) log G=const. S E du + V, 

where V is a function of v only. 

Equation (126) is the same with (3') in my paper/ 865 
From (126) follows the 


(26) I. c. (25). 
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Theorem: When S is a sphere and the locus of the mean points 
is also a sphere, then follows (126). 

From this we get, by differentiation with respect to u and v and 
easy reductions by means of these equations themselves and (110), 
the following: 


(127) 



h -! 1 

H 



dx 

dv 




) 



) 


~dv 




0 2 




and similarly for y and z . 

The congruences of Ribaucour may be defined as those for 
which the developables meet the mean surface of the congruence in 
a conjugate system. 

From the above discussion it is clear that the ruled surface w = 
const., v=- const, are the developables, and consequently, it follows 
from (127) that the necessary and sufficient condition that the tan¬ 
gents to the curve const, on S form a congruence of Ribaucour 


is that the function 


(128) 


and 


1-u 


satisfy the condition 

A A 

8 (--7-) K 1 ?-) a ’ k *(-7--) 


dv 


+ 


dudv 


- = 0 . 


In a similar manner we find that for the tangents to the curves 
u= const, to form a congruence of this kind, it is necessary and suf¬ 
ficient that 


du 


dv 


£*log ~' j !t 


dudv 


=0. 


(129) 
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Subtracting these two equations of conditions we get 



so that, in order that the tangents to the curves of both families be 
congruences of Ribaucour, it is necessry that 

(131) A-ii=u.y, 


where U is a function of u alone, and V, of v alone. 

When the condition (128' is satisfied, the point equation of the 
mean surface becomes 


(132) 


3*0 



3 log —. - 
_ ov_ 

dv 





and its invariants are 



Equation (134) is the condition that 
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and 



1-v 

A' 


are the partial derivatives of a function A with respect to v and u 
respectively. 

Let 


(135; 



l-v_ = dx_ 

' A W ’’ 


then each of equations 1 1331 is reduced to 


(136) 



This may be written 


(137) 



whose integral is 

(138) A=log (U + V), 

where U is a function of u alone, and V, of v alone. 
Hence, 


(139) 



V' 

U+V 


l-v_ = U 
' A U + V 


and; (110) becomes 
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givmg 


aw) «_ + - t 2y_«. + _ D y lr ».-o, 


u- v.+v. 

U+V ’ 


a«) 

2 = _U»+V» 

' U+V ’ 

so the parametric curves on the surface S form a conjugate sys¬ 
tem, where dash means differentiation. 

Consider a surface F with respect to any conjugate system of 
lines, 

w=const., w=const.; 

then the rectangular coordinates x, y, z of its points are particular 
integral of Laplace’s equation of the form (132). 

If F is the first focal sheet of a congruence, the second sheet F, 
is given by 


\x,-x+ - x u , 

1 -v 


(142) Vu, 

, X 

Z,-Z + -- — z u . 

1 \-v 

From this it follows that the coordinates x, y, z of the mean point 
of the lines have the expressions 

\ X=X+ 2 ( 1 -^*“’ 


l143 ' y=y+ 


2 — 2 +--—- Z u • 

[ 2 (l-v) 
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The condition that the point equation of S may have equal in¬ 
variants is 


(144) 


- 3 ( 

8# 1 ) i ?>v l A ) 


i. e., when v are constant., then t l must be a function of v alone. 


§ 19 


From (4) we get by differentiation with respect to u and v, and 
ready reductions by means of these equations themselves and (1), we 
get the following: 375 


(145) 


3 s * 

du%v 


[ 0,„ 

} _ 

20,.. 

3 ( 

f 1 0.„ 

Yi_I* 

i 20 

a 

0«i> 

dv ' 

2 0y 


(- 1 - 

0Mt 

\ 


ajj (- 

1 0H1 

V 2 

0v 

'/ dv 


0„ r 1 3« \ 

2 0M 

d v \ 

0«t 

0i> 

)+ 

2r 

dudv 

,08 (- k 



and similar result is obtained with respect to y and z. 

The congruences of Ribaucour may be defined as those which 
the developables meet the mean surface of the congruence in a con¬ 
jugate system. 

From the above discussions it is clear that the ruled surfaces 
«=const, and v= const, are the developables. and, consequently, it 
follows from (145) that the necessary and sufficient condition that the 
tangent to the curves const, on S form a congruence of Ribaucour 
is that the functions 


0 „,._ 

and 


(27) 1. c. (3), p. 186. 
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_ 0 ,V 
0 , 


satisfy the condition 


(146) 


J_ /._ 0 - )_ 9 /_ 0 ,„ \ 

3m ' 20., ' 3v v 20. / 


20 . 

3* 

3«3t) 


20 , 

l01! (-Sr)- 0 - 


In a similar manner we find that for the tangents to the curves 
«=const. to form a congruence of this kind, it is necessary and suf¬ 
ficient that 

3 

~^ii 


(147) 


/_ 0 «» V 3 I 

< 0 M, ^ 

' 20 „ / dtf 

v 20 , ) 


3 s 

3«3d 


loe (-|r) =0 - 


Subtracting these two equations of conditions we get 


3* 


—= 0 , 


(148) M 
so that for the tangents to the curve of both families to be congru¬ 
ences of Ribaucour it is necessary that 


(149) 


0 *u.. _ 


40A 


U-V, 


where U is a function of u alone and V, of v alone, 
is not the sufficient condition. 

Solving 

_ 0 ui, 

0 u 

and substituting the result in (146', we have 


However, this 


(150) 




du^V 

4UV$ 




V 20, ) 

2 U'V 0, _ A 

' 20, / 0«, 
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where the prime denotes differentiation. 

When the condition (146) is satisfied, the point equation of the 
mean surface of C becomes 


(151) 


dw3i> L 20„ dv 



de 

du 


_ fov _Q 
20 „ 


The conjugate system on S is composed of the lines of curvature; 

and 

and 

have the expressions 

,' 0«^ = _ 3 l°g i£E 

, 152 , - r 

2 & " ‘ ‘ 

From these forms and (146) it follows that the necessary and 
sufficient condition, that the tangents to the lines of curvature 


t>=const. 


on S forms a congruence of Ribaucour, when S is an isothermic 
surface, is 


(153) 


_ 3 *_ 

v 


log 



When the conjugate system on S is composed of the lines of cur¬ 
vature, we get 


* (154) 
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When parametric lines are not the lines of curvature, the tan¬ 
gents to the curves v= const, form a cyclic congruence of Ribaucour 
if the functions E, F, G satisfy (146) and 


(155) 


_ 3 log F _ 3 
3 m 3 u 



Again, for the tangents to the lines «=const. to form a cyclic 
congruence of Ribaucour, the functions must satisfy the equations 


(156) 


(157) 



If we differentiate (155) with respect to v, and (157) with respect 
to v, and subtract, we get 


(158) 



§ 20 


If N (x) is a net whose cartesian coordinates satisfy the equation 
(13), a parallel net N' (x') is defined by 


(159) 


W 3* 3/ , Zx 

3 m 3 u ’ 3y 8i> ’ 


where h and l are a pair of solutions of 
( 160 ) 

If 0 is any solution of (13), and 9' is the solution of the point 
equation of N' given by the quadrature 
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/1c1 v 30 ' , 30 30 ' , 30 

a6l) -5r”*-5r- 

then equations of the form 

(162) x ^x-~x 

define a net N,. 

From (162) we have by differentiation 

(163) -S—P (*'£-•■ SO, 

(x' —O' 0 

3p 0 s V 3y 3p , 

where we have put 

(164) r =he-e\ a =ie-e\ 

Hence the first fundamental coefficients E,, F,, G, of N t are 
given by 


F, = —. 0 ’ — 
1 e* V- 3 M 3d 3m dv 


ov du A 




Hence the equation of the automecoic curves are <18) 

(166) (E,—E) d«'+2 (F,—F ) dudv + (G, - G) tto*=0 

and the anti-automecoic curves are 

(167; (E'+E) dM*+2 (F,+F) dudv+{G l +G)di?= 0. 

(28 1 OGURA, K.: Note on the Representation of Surfaces, T6hoku Math. Journ. 10 
(1916) p. 90. 
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§ 21 


We consider 


(168) 5 a v+-^-J«+~E,=0 

and put 

(169) ~(<p v cotw 

' % ' / x 

then 

(170) C uv—(<Pv cot w + C u +<p u cot w • C„=0, 

' *Pv ' 


where <p, any function of u, v, tv, is constant and 


(171) 0 = <Pu?v + cot w- <f uv —cot w ■ <p vv . 

9* 

In this case, we can find, after Volk 0 ” 5 

(172) C=cos (w+t) ---- dv 4-Ucos (w+t). 

J cos (w+t) 


§ 22 


If S and S, be two surfaces corresponding to parallelism of tan¬ 
gent planes and denoted by x, y, z; y t , z,, the cartesian coordi¬ 
nates of corresponding points on these surfaces. 


If S and S, are referred to any system of corresponding lines, 
the following equations hold: 


(173) 


3 « du 


+P 


dv ’ 


g*c *X 

dv du 



where ft, <r, v are functions of « and v, and are to be betermined; 
similar equations are obtained with respect to y t and z t . 


(29) VOLK, O.t 2ur YOSSschen Arbeit, Sitzungsberichten der Bayer. Akad. d. Wiss 
Nath.-naturw. Abt, Jahrgang 1924 . 
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Making use of the usual notation, and the functions belonging 
to S,, being indicated by the subscript 1, we get from (1) 

! Ei*=^E+ 2 A/i F+/i* G, 

F!=A<rE+ (Xr+fjur) F+jxt G, 

Gj— ff*E+2 tfr F+ r'G. 

Denoting by X, Y, Z the direction-cosines of the normal to S, and 
consequently to S, at the corresponding point, we find the relations 


(175) 


where, as usual, 


(176 


Put 


then (M) 


(178) 


I Lj^AL+^M, 
M 1 =AM+^N=<rL+rM, 
N x =<rM-*-rN, 


L = -V 


a*_ ax 

du du 


dx 


ax __ _\^_dx _ax L 

" 'du d v ^ d v d u 


N = -^ 


ax 


dv dv 


(177) A = ^r—/«f, 


^E,Gj—Ff=A‘ (EG-F*), 

1l i M,-Mi=A(LM-N‘). 


From these equations we find that between the Gaussian curva¬ 
tures K and K, of the two surfaces we obtain the relation 


K.-K, 


if 


(30) SCHEFFERS, G.: Einfuhrung in die Theorie der Flaclien, Berlin-und Leipzig 
(1922), S. 557. 
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A=l. 

Theorem: When 


Ei=E, F,=F, G,=G, 


then 


Ki=K, 


or it follows that S, and S is identical with each other without transla¬ 
tion.™ 


When 


(&A) t =(0A), (WMW 

in circle-surface,™ then 

Ki=K, 


or it follows, that two circle-surfaces is identical with each other without 
translation. 


(31) NAKAJIMA, S.: tlber die ersten Fundamentalgrossen bel Eiflachen, Jap. Journ. 
of Math. 4 (ld27), p. 101. 

(32) NAKAJIMA, S.: Kugelgeometire von MdBIUS, Mein, of flie Fac. of Sci. and 
Agri., vol. n. No. 1, (1929) Taihoku Imp. Univ. Formosa, Japan. 
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